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Издатели считаютъ за необходимое, объясниться 
на счеть ц*ли составлешя этой книги, средствъ, 
имъ представившихся, и успвха, котораго читатель 
впгАвъ ожидать отъ нихъ. 

Г. Остроградсшй, убежденный многими любите
лями Анализа, согласился открыть чтенге публич-
ныхъ лекцш. Просвещенное Морское Начальство 
предоставило ему всв къ этому удобства въ Мор-
скомъ Корпус*. 60 постоянныхъ слушателей, — 
порукой, какъ важно и занимательно это чтеше на
шего Геометра, за котораго, впрочемъ, давно уже 
поручилась вся ученая Европа, съ лестными от
зывами принимающая все, что выходить изъ подъ 
пера его. 

Настоящая цъль этихъ лекцш есть Трансцендент
ный Анализъ, или Интегральное исчислеше въ ны-
нЬшнемь его состоянии, въ особенности разширен-
ное открытиями Г. Остроградскаго, съ приложешемъ 
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къ различньшъ важнейшимъ вопросамъ Механики 
земной и небесной, Физики, исчислешя Вероятно
стей, и проч., однимъ словомъ то, чего или вовсе 
нельзя найти въ книгахъ, или хотя и есть иное, 
разбросанное въ журналахъ, мемуарах ь; но не вс* 
знаютъ где и что найти, не всъмъ можно достать, 
не всякой безъ постороннихъ объяснетй то пои
меть. 

Все те, которые знакомы съ Трансцендентнымъ 
Анализомъ, согласятся, что онъ одинъ не вместит
ся въ годичный курсъ, не говоря о приложешяхъ. 
И такъ дело идетъ о нбсколькихъ годичныхъ 
курсахъ, если только будуть желающде слушать, 
въ чемъ, по примъру нынешняго, нельзя и сомне
ваться. 

Если бы Г. Остроградскш началъ прямо съ Инте-
гральнаго исчислешя,— дело не обошлось бы безъ 
жалобъ, что его „понимать нельзя;" но конечно не 
онъ бы былъ причиной. Незная хорошо высшей 
Алгебры, нельзя понимать Интегральное исчислеше. 
Судя по Русскимъ печатнымъ книгамъ, у насъ вооб
ще и Алгебрическш Анализъ очень слабъ, не говоря 
уже, что онъ очень далекъ отъ того состояшя, въ 
какое поставилъ его и излагаетъ нашъ Геометръ. 
И такъ, чтобъ поровнять познашя всвхъ своихъ 
слушателей, вывести ихъ на одинъ, ближайшш къ 
цели путь, и сделать себя понлтньшъ, онъ решил
ся прочесть некотюрыя, существенно необходимый 
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для переду, статьи Алгебрич. Анализа, большою 
частно служапця продолжешемъ того, что уже. из
вестно на Русскомъ языке. 

Было бы очень жаль, еслибъ такое драгоценное 
чтеюе ограничилось только личными слушателями, 
оставалось только въ ихъ памяти, всегда неверной, 
въ ихъ летучихъ заметкахъ, хероглифическш смыслъ 
которыхъ, черезъ неделю можете быть потерлиъ; 
а для техъ Русскихъ любителей Анализа, которымъ 
отдалеше или обстоятельства помешали участвовать 
лично, это чтеще — все равно, какъ бы его вовсе 
не было. 

Мы такъ счастливы, что слабыми своими силами, 
при помощи Г. Остроградскаго, сколько позволяли 
его малые досуги, и необходимость поспешнаго пе-
чатан1Я, — были въ состоянга до сихъ поръ сле
дить за его чтешемъ, приводить въ порядокъ и 
представить читателямъ первую часть его лекцш. 

Нетъ сомнешя, что те же лекцш были бы несрав
ненно превосходнее, если бы Г. Осгроградскш самъ 
ихъ написалъ; но этого никогда мы не дождем
ся: онъ готовить для насъ монументальное про
изведете — Аналитическую Механику, доведенную 
имъ до высокой степени общности и простоты; 
передъ нимъ еще необозримое поле Высшаго Ана
лиза и его безчисленныхъ приложений къ важней
шимъ нстинамъ, до сихъ поръ еще нетронутым*, 
куда не MHorie даже и дорогу анають, — тамъ ему 



X 

работа; довольно съ насъ, что онъ уделяетъ не
сколько часовъ на эти лекцш, которыя необходи
мы для того, чтобъ въ последствия понимать его, 
понимать современныхъ и прежнихъ Геометровъ. 

Неть сомнВшя, что темъ же самымь лекщямъ, ко
торыя теперь предлагаемъ, можно бы придать больше 
системы, ясности, гораздо лучше и полнее обрабо
тать, еслибъ отложить издаше на годъ, на два; но въ 
такомъ случае его не было бы „теперь"; читатели 
неимели бы даже идеи о томъ, въ чемъ лекцш со
стояли; а черезъ годъ, черезъ два, нельзя ручаться, 
могло издаше вытти еще хуже, могло быть и совсемъ 
оставлено. Съ другой стороны, это издаше не есть 
сжатый элементарный курсъ для начинающих?., но 
собственно, — беседы Геометра съ любителями 
Анализа, беседы по своей ясности и простоте, до
ступный, конечно, и для того, кто слушалъ только 
элементарный курсъ, а главное: они знакомятъ съ 
мастерствомъ пр1емовъ, съ духомъ, средствами и 
ЦЕЛЬЮ Анализа, съ общими методами, трудами ве
ли кихъ умовъ, постепенно вводятъ каждаго въ са
мую глубину науки, делаютъ понятнымъ все объ 
ней писанное, разширяютъ тотъ горизонтъ, кото
рый элементарные курсы, — какъ они впрочемъ 
ни полезны, — по необходимости стесняютъ до то
го, что за его пределами представляется совершен
ная пустота и мракъ, тогда какъ' тамъ - то и светъ 
и полнота, и только таять познается вся цена, вся 
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сила, вся польза и важность Анализа. Эти беседы 
снимают* то густое покрывало, которое по обще
му сознантю, элементарные же курсы, набрасывая 
на свой предметъ, закрываютъ все его важнейппя 
приложешя, указывают* только на одни' головолом
ные труды, ни чемъ будто бы не оплачиваемые, 
ни къ чему не ведущте въ практическом* быту, 
невольно пугаютъ, разгоняют* своих* слушателей, 
делают* из* них* только неумолимых*, всегда 
впрочем*" неправых* судей, представляют* высшш 
Анализъ или безпблезнымъ, или ужасным*, доступ
ным* только для избранной шихъ, требующим* го
ловы, покрайнъй мере, — не человеческой. 

Ничего не бывало. Ни одна наука такъ не нужна, — 
об* этом* поел*— такъ не проста, такъ не обща, какъ 
Анализъ, потому что въ нем*: неразрывная цепь чи
стых* истин*, нет* места произволу, ипотезамъ,-боль-
ше или меньше наводняющим* и затемняющим* все 
друг1я науки,— только бы мастер* взялся выстроить 
аналитическую лесницу. Самая высшая ступенька ея 
отличается от* самой нижней только темь, что до нее, 
как* и на всякой леснице, надо перейти сперва про-
межуточныя ступеньки. Эти беседы точно такая 
лесница. Такой недоставало, нет* еще ни на одном* 
язык*, тем* более у насъ. Какъ не пожелать, чтоб* 
она была кончена, какъ начата въ Poccin. 

Чувствуемъ, какую мы взяли на себя ответствен
ность, вызвавшись быть издателями лекцш Г. Остро-
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градскаго; но мы разсуждали объ этомъ иначе: если 
наше издаше будетъ хоти несколько порядочное, 
то оно все въ тысячу кратъ лучше, чъмъ — ничего; 
и мнопе конечно намъ будутъ благодарны, особливо, 
кто станете читать для того, чтобъ „узнать," а не 
для того, чтобъ только блеснуть своимъ критиче-
скомъ даромъ, выхватить на удачу две - три фра
зы, и не понявши ихъ, разбранить всю книгу. La 
critique (de celte sorte) est aisee, mais l'art est difficile. 
Мы чувствовали, что нашихъ силъ, прилежашя, 
трудовъ и совести достанетъ, — и вотъ первый 
опыте представляется на употреблеше и пользу 
благонамереннаго читателя. 

Мы не станемъ повторять оглавлешя этой части: 
кто захочетъ, самъ прочтетъ и оценить матертялы 
въ ней собранные. Скажемъ только, что хотя эта 
часть более другихъ знакома Русскимъ, однако и 
въ ней очень много вещей, известных* у насъ очень 
не многимъ; а есть вещи, и очень важныя, которыя 
„для всехъ" являются въ первой разъ. Опытный 
читатель это самъ увидитъ. Мы предоставляемъ 
себе, во второй или можетъ быть последней части, 
— ихъ будетъ четыре, — сделать полный обзоръ 
годичнаго курса и темь услугамъ, которыя Г. Остро, 
градскш оказалъ Анализу, и особенно Русскому. 

Объяснивши цгьль нашихъ трудовъ, скажемъ не
сколько словъ и о средсттхъ, которыя имели мы 
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для достижешя этой, очень трудной цели, и объ 
усптьхть, который, между прочимъ, всегда „про
порционален*" средствамъ. 

Летуч1я заметки во время чтешя, внимаше и па
мять, развлекаемый необходимостью слушать, вгля
дываться, ловить и все записывать, — воть все 
наши матер1яльные средства. 

Кто испыталъ, тоть пойметъ, какъ это далеко отъ 
„досужаго" перевода: можно переводить и не пони
мая, какъ и бывает*; здесь надобно ясно понять, 
чтобъ лево передать, но понять наскоро. Этого 
нельзя сравнить некоторым* образомъ и съ досуж-
нымъ сочинешемъ: тамъ каждый властенъ написать 
только то, что знаетъ, тогда, когда захочетъ, неза
метно ускользнуть отъ того, чего не знаетъ; здесь 
Редакторъ совершенный рабъ преподавателя: 60 сви
детелей уличать его, когда онъ исказить или про
пустить что либо, особливо трудное и важное. Мы 
.многое прибавили, но ничего не пропустили. 

Нельзя намъ было держаться другихъ писателей, 
кроме разве въ статьяхъ слишкомъ общих ь. Г-нъ 
Остроградскш, можно сказать импровизировал*: ес
ли онъ и предлагалъ иаприм. теоремы другихъ Ге-
ометровъ, то непременно своимъ npieMOMb, въ но
вом* светЬ, ясности, простоте и улучшенш. Когда 
случалось ему повторять прочитанное, то это по-
втореше не походило уже на прежнее. ГТосторошпя 
руководства тут* ни къ чему намъ не послужили. 
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Г. Остроградскш читалъ всегда много, это видно 
по ПОЛНОТЕ лекцш. Сохранить ту зрелость разсуж-
дешй, то мастерство разсказа, ту ясность и точ
ность выраженш, которыя особенно отличаютъ на
шего Геометра, какъ человека владеющаго вполне 
своимъ предметомъ, — небыло возможности: мы 
заменили ихъ своими, и не ручаемся за ихъ „срав
нительное" достоинство; довольно, если мы не те
ряли, такъ выразимся, эскиза его мыслей, сущности 
дела: и за это мы ручаемся. 

Каждую неделю читаются две лекцш, даже и въ 
праздничные дни. Въ ту же ночь, пока все еще въ 
свежей памяти, 1ероглиФичесюя безпорядочныя за
метки, на две руки, переводятся на подробное из
ложение, потомъ оба изложешя сводятся вместе, 
округляются, дополняются; въ случае недоумЬшй 
мы обращались къ Г. Остроградскому. Такимъ обра-
зомъ каждую неделю готовятся две лекцш въ черне. 

Мы предположили каждую неделю два листа вы
пускать изъ печати, и следств. две лекцш ориги
нала готовить начисто; но случалось, что пере
делка одной лекцш продолжалась неделю и больше; 
въ тоже время по пяти корректуръ на каждый 
листь; и не смотря на эту поспешность, только 
разве къ концу года окончится весь курсъ. Но 
опять съ такою поспешностью нельзя ни требо-
бовать, ни ручаться, чтобъ все было превосходно, 
совершенно. Совершенство есть Функщя не однихъ 
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талантовъ, знашя дела, но и времени, и болына-
го досуга; его-то у насъ и не было; намъ некогда 
было выжидать вдохновешя, и очень часто прихо
дилось работать насильно, противъ расположишь, 
писать то и такъ, какъ писалось, а не такъ, какъ 
бы могли. 

Мы употребили все, что отъ насъ зависело, толь
ко бы выполнить превосходнее: ничего не позволяли 
себе делать кое - какъ, неразъ бросали совсемъ го
товые печатные листы, когда усматривали, что мож
но ихъ обделать лучше; нещадили своего времени, 
трудовъ и самолюбгя: советовались, прочитывали 
Г. Остроградскому свои рукописи; Даже корректур
ные листы, поправляли, по нескольку разъ переде
лывали одно и тоже. 

Но съ одной стороны недосуги Г. Остроградскаго, 
съ другой типограФхя, были причиною, что неко
торые листы *) выпущены безъ его просмотра да
же въ рукописи. Случалось, иныя места и по
сле его просмотра, прибавляли, убавляли, пере
делывали корректуре. Всего более мы стара
лись быть ясными; но опять и ясность — де
ло Слишкомъ относительное: какъ бы ясно Ана
лиз* изложенъ ни быль, все чтеше его, не от-
дыхъ, а работа, легкая или трудная, смотря по
тому, сколько кто „подготовлен*." — Немножко 

*) Именно: 7, 13, 14, 16, 17, н 19. 
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внимантя, немножко терпвшя, еще внимашя, и еще 
терпенья, — и мы надеемся быть ясными. 

Въ некоторых* лекщяхъ, избегая скачковъ изло
жения, мы сочли за полезное прибавить для боль
шей ясности то, что Г. Остроградскш, сообразуясь 
съ большинством* своихъ слушателей, не находил* 
аа нужное читать". Иныя теоремы, изъ одной лекцш 
перенесены въ друпя, потому что они читаны бы
ли тамъ, где тотчасъ требовалось употреблеше ихъ, 
чтобы для слушателей было яснее. Издатели ихъ 
поместили тамъ, где они легче доказывались, и 
вместе съ другими составляли одну цепь. Огь это
го нВкоторыя лекцш стали гораздо больше, чемъ 
они были въ самомъ деле, друия вовсе уничтожи
лись. Такимь образомъ решеше уравненш было 
прочтено въ XV. лекцш, а напечатано въ XIII., две 
лекцш разбились по другим*-, взамен* одной изъ 
них* XIV - ю прибавили мы сами. 

Некоторыя лекцш, съ ведома и безъ ведома Г. 
Остроградскаго, изложены не въ томъ виде, и не 
такъ, какъ были читаны, потому что въ Анализе 
много есть вещей, которыхъ письменно нельзя — такъ 
намъ кажется, — изложить точно тбмъ же образомъ, 
какъ они читаются изустно; здесь наглядность, пе
рестановка Формулъ, букв*, живые слова и самые 
жесты придают* особую ясность; здесь можно про
сто указать, стереть, снова написать, сблизить ре
зультаты, можно видеть, что кого затрудняет*, и 
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выяснить самыя трудныя места; опять здесь все 
изложете передъ глазами, ум* легко, однимъ взгля
дом* обнимаетъ подробности, все это до чрезвы
чайности облегчает* и сокращает* изложете; на
против*, оно всего этого лишается на мертвых* 
словах*, на письме: тут* следовало приискивать 
другой npieM*. 

Надеемся, что читатель, не вполне еще знакомый 
съ Анализом*, которому что либо покажется неяс
ным*, вину неясности, при первом* чтенш, разде
лить по-поламъ, и половину передасть своему не*-
терпению, или нехотетю вникнуть хорошенько въ 
новый для него предмет*. 

Тамъ, где Г. Остроградскш разсматривалъ один* 
только случай, какого либо вопроса, мы сочли за 
нужное коснуться вкратце всех* остальных*, и 
ничего не оставлять не поясня примером*. 

Книга эта необходима для объяснешя и ссылок* 
въ будущем* курсе; и при всех* возможных* не
достатках*, каше только угодно будетъ, кому либо, 
приписать ей, — она все таки, относительно су-
щественныхъ матер1яловъ, какъ уже сказали, оста
нется книгою драгоценною и нужною для Русских*, 
и судя по теснымъ услов1ямъ, при которых* со
ставляется, и той цели, для которой издается, она 
— вне всякой мелочной критики; благонамеренный 
замечания примутся съ благодарности*}. Впрочем* 
не только важныя ошибки, — смеем* думать ихъ 
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не найдется, — но и маловажные промахи, каше 
только по времени откроются, издатели сами, по 
окончания курса, оговорятъ и исправятъ въ осо
бых* ггоибавлешяхъ, на всякой случаи, чтобы не-
опытнаго читателя не ввести и въ самомалейшее 
аналитическое заблуждеше. 

Наконец* покорнейше просимъ Гг. критиков*, въ 
нынешнем* смысле этого слова, все свои неудо
вольствия, заметки и претензга на эту книгу, адре
совать прямо на имя Редакцш, и ни въ какомъ 
случае, ни подъ каким* видом*,, ничего не отно
сить къ лицу Г. Остроградскаго, кроме одной бла
годарности, которую мы, съ своей стороны, счита
ем* первейшею обязаностЛю изъявить ему здесь, 
за все его безвозмездные труды, поправки и сове
ты, намъ оказанные, единственно по любви его к* 
своей науке'. 
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А Л Г Е Б Р И Ч Е С К И Х Ъ 
У Р А В Н Е Н 1 Й . 

Л Е К Ц 1 Я I. 

Предварительныя теоремьи 

]\^атематическш Анализъ въ самомъ обширном* 
смысл* разделяется на три части: 

1) Алгебрическш Анализъ — Алгебра, или учеше 
о Алгебрическихъ Функщяхъ. 

2) Теор1я чиселъ. 
3) Трансцендентный Анализ*. 
Алгебрическою Функщею одного или н*сколт>кихъ 

количествъ называется совокуплеше ихъ, чрез* ко
нечное число Алгебрическихъ двйетвш: сложеше, 
вычиташе, умножеше, д*леше, возвышеше въ сте
пени, извлечете корней и рътпеше уравнешй. Вс* 
они, кроме посл*дняго, излагаются въ элементарных* 
курсах*, и потому предполагаем*, что ихъ знаки, 
свойства и подробности намъ известны. 

Ежели Функщя содержит* въ себе только сложе
ше, вычитайте, умножеше и деление, то она назы-

•••••I' 
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вается рацюналъною или соизмеримою Функщею; а 
самыя двйств1я будемъ называть рацюналъными 
или элементарными. 

Если же въ нее входятъ два остальныя действтя: 
извлечение корней и решете уравнентй, то Ф у н к щ я 

называется иррациональная или несоизмеримая; а 
самыя д е й с т в 1 Я будемъ называть иррацгоналънылш. 

Ежели Ф у н к щ я составлена изъ безконечнаго числа 
Алгебрическихъ действш, то она называется транс-
цендентною. Теперь мы будемъ заниматься только 
Алгебрическими. 

Простейшая изъ рацюнальныхъ Ф у н к щ й какого 
либо количества есть целая, т. е. такая, въ которую 
не входить делеше надъ темь количествомъ. 

Такова Функщя въ отношенш къ х 

а -\- Ъх -f- сх% -{- йхъ -\- (1), 

где а, Ъ, с числа; они могутъ быть дроб-
ныя и даже иррацюнальныя. Изследуемъ некоторыя 
свойства этой Ф у н к щ й , и во первыхъ заметимъ, 
что для х можно всегда взять такую малую вели
чину, что первый членъ а будетъ больше суммы 
всехъ прочихъ членовъ. 

Между членами Ъх, сх%, ахъ ... могутъ быть по
ложительные и отрицательные; если докажемъ, что 
сумма этихъ членовъ, допуская все ихъ положи
тельными, меньше а , то уже и подавно эта сумма, 
уменьшаемая несколькими отрицательными членами, 
будетъ меньше а; возьмемъ еще невыгоднее для 
себя: вместо всехъ коэФищентовъ (предптоящихъ) 
Ъ, с, d и проч. поставим* одинъ наибольший КОЭФН-
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щентъ, положит. У; если и тогда можно взять для 
х такую малую величину, что 

а > Ъ'х + Ъ'х* -f- Ъ'хъ -f- . . . . 
то непременно есть такая величина х, которая сде
лает* 

а > Ъх -f- са?а -{- cbx? -\- .... 
Докажем* же, что въ Функцш 

всегда можно взять вместо х такую малую величи
ну, что сумма членовъ, исключая а, будетъ менее 
а, или 
а > -f &г 2 - f й'а:3 -f -...) = Уа(1 -f -f- х 3 -f. . .)], 

VaA. — 

о(1 — а;) >#а:(1 — хп); 
ежели сделаем* а(1 — х ) > и х , то ясно', что пред-
шедшее условге и подавно удовлетворено; отсюда 

а — ах > Ux; 
а > [(аа: -f- #a;) — а;(а -f V)]; 

а 
а-(-й' 

И такъ, ежели дадим* х величину меньшую или 

равную ~а^_у> т о можем* быть совершенно уверены 

что а>Ух Vx11 -J- #а: 5 -}-
и подавно 

а>Ъх -\- сх% - j - <£Е5 -f-

Тут* яе-.должно предполагать, что строка безэдв» 
нечна;— иначе она принадлежала бы к* траясдев> 
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дентному Анализу, о которомъ теперь говорить не 
намерены. 

Возьмемъ вообще какую угодно целую Функщю 
количества х, вида: 

ахп -\~ Ъхт -}- схЪ -\- (2), 
гд* п, тик целыя числа; п наименьшая изъ 
нихъ. 

Всегда можно для х взять такую малую величину, 
что axj* будетъ больше суммы всехъ прочихъ чле
новъ. Функщю (2) можно написать такъ 

хп(а - j - Ъхт—п-\- схк — п -| • •); 
теперь видъ втораго множителя сходенъ съ Функ
щею (1); можетъ быть въ немъ недостаетъ только 
несколькихъ членовъ, которыя дополнивъ, получимъ 
Функщю 

а -\- х -J- лга -{-• • • • -}- Ъхт—п-\- сх& — п -{-• • • • 
Въ ней, какъ уже доказали, можно х взять та-
кимъ, что 

а>х -{-• • • • -{- Ъх™—» -f- ex* — » - j - . . . 
следовательно, темь скорее 

а>Ъхт—»-f- сх* — "-{-• • - • 
Наконец* 

ахп > Ъхт -f- or* -f - • • • • 
Теперь докажемъ теорему обратную первой, именно, 

что въ Функщй 

а -f- Ъх + сх*-\ (- кхт (3), 
количеству х можно дать такую большую величину, 
что последнтй членъ кхт превзойдете сумму всехъ 
прочихъ. 
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Пусть х~—\ Функщя (3) обратится въ 

а А \-
у у"1 У* 

но въ Функщй 

аут _|_ 1ут—\ _]_ Сут—2 . . . _|_ £ 
можно взять такъ малымъ, — это значить, х 
такъ большимъ, — что к превзойдетъ сумму всъхъ 
членовъ, то будетъ 

j t > a + _ L . _ £ _ + . . . + J i _ 

или 
кхт > я _|_ йд; _J- c r a _ |_ . . . . -J_ hx"*— 

что и требовалось доказать. 
Вообще въ функщй вида 

ахп -\- Ъхт -]-.... сх* (4), 
гдъ п, т, к цълыя числа и к наиболь-
шш показатель, можно взять х такимъ, что cxk 
превзойдетъ сумму всъхъ прочихъ. Это можно до
казать подобнымъ же образомъ, полагая х ~ 
и вспомнивъ первую теорему, относительно Функцш 
(2), увидимъ, что выражеше 

ахп -\- Ъх™ -{- • • —\-сх* 
есть не что иное какъ Функщя (3); въ ней можеть 
быть недостаетъ нъкоторыхъ членовъ, которыми 
дополнивъ ее, мы еще увеличимъ сумму остальных* 
членовъ; н такъ, ежели х можно дать такую боль-



шую величину, что cxjt будетъ больше суммы съ 
дополненными членами, то уже непременно более 
суммы прежнихъ членовъ Функщй (4). 

Повторимъ доказанное: вообще въ Функщй вида 

ахп -f- Ъх"1 -f- ах* - | — 
количество х можно всегда взять такъ малым*, что 
членъ, содержащей въ себе х съ наименьшим* по-
казателемъ, будетъ больше суммы всехъ прочихъ 
членовъ. Или для х можно взять такую величину, 
что членъ съ наибольшим* показателем* превзой
детъ сумму всехъ прочихъ членовъ. 

Для краткости означим* 

а - j - Ъх -\- сх* -{-... -kxm -|~ lxn чрез* f{x) (5) 

впоследствга, для отлич1я разных* Функщй того 
же количества х, будемъ означать ихъ еще чрезь 

<р(х), у'х), xi-x), ь)(х), 6(х), ф(х) и проч. 
Разсмотримъ одинъ изъ членовъ этой Функцш; 

возьмемъ общШ кхт; х есть количество переменное, 
т. е. способное принимать кашя угодно величины; 
вместо х возьмемъ х -J- у, тогда 

, .т т т , . т—1 т{т — 1), т—2 
К*+У) = ** -\-mix у + \ л 'he у3+...(6) 

Это разложение сделать мы можем*, потому, что 
т есть целое и положительное число, а Ньютонов* 
бином* при целом* и положительном* показателе 
доказывается чрезъ простое умножеше. 

Отъ перемены х въ х-\-у каждый членъ Функцш 
(5) изменится, и будетъ 

Дх - f у) ~ а + Ъ(х - f j ) + с [х +у)* -\ 
-f- к(х-\-у)™ + 1{х 

file://-/-mix
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разлагая каждый членъ подобно какъ въ (б), полу-
чимъ выражеше f{x -J- у); отберемъ всв члены 
непомноженные на у, особо, всв члены умножен
ный на у, у"1 и такъ далъе, особо; находимъ 

f{x -f-у) = kxm-\- - f сх* - f Ъх - f a —f{x)} 

- F {nlxn~l-\-mkxm~^-\- - F Ъсх - F % 
Г/я / (»_1) „ _ 8 *»*(»» _ 1 ) i » - S N 

+ К - О Г — + 1.8 * + . . . + - j r a = 

2 1 (пЦп — l ) * " - 9 + * » . ( ! » — i) хт-*-\ H 2 c ) j + 

[V 1 X 1 * О Т З * 

+ " ( 7 ) . 
Коэфишенты при у, | ^ , 1 2 Т п о л У ч а ю т с я непо
средственно, чрезъ разложеше каждаго члена y^-J - J ' ) ; 
весьма бы интересно было написать прямо эти раз-
ложешя, или коэФищенты; это очень легко и про-

сто: въ самомъ дълъ, к о э Ф и щ е н т ъ при -y-g- проис
ходить отъ коэФищента при у совершенно также, 
какъ коэФищентъ при у происходить отъ Функщй (5). 
Наприм. чтобъ получить членъ помноженный на у, 
соотвътствующш £г", должно въ самомъ членъ 1х» 
показателя п уменьшить единицею и на него же по
множить, и будетъ: nlxn — точно также, чтобъ 

у* 

получить коэФищентъ при J соотвътствующш 

nlxn —*, должно въ этом* член* показателя умеив-
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шить единицею и помножить на еамаго показателя, 
откуда выдеть: 1п{п — 1)хп — 2 ; подобно этому 

• о . у 3 

получимъ соответствующий коэФицтентъ при j ^ ^ - * * 

Это определенное действ1е, охарактеризовано назва-
темъ прошвоЪныхь Функцш; такъ: nlxn — ^ есть 
производная 1хп. Производная отъ производной на
зывается 2-ою производного Функщею данной пер
воначальной, именно: п(п — 1)1хп — 2 есть первая 
производная Функщй nix" — или 2-я производная 
функцш 1хп и т. д. 

После этого определешя ясно, что коэФищентъ 
при у будетъ сумма первыхъ производныхъ каждаго 

члена Функцш (5); коэФищентъ при —~—-, будетъ 

сумма первыхъ производныхъ каждаго члена КОЭФИ-
щента при у, или сумма вторыхъ производныхъ 
каждаго члена первоначальной Функцш (5) и т. д. 

Первая производная отъ f[x)y т. е. сумма первыхъ 
производныхъ каждаго ея члена, пишется такъ: f'(x). 

Вторая производная, отъ j\x\ т. е. сумма вторыхъ 
производныхъ каждаго ея члена пишется: J~"(x). 
Точно также и далее: f"(x), f"(x), fy(x) и проч.; 
такъ что вместо выражен in (7) получимъ 

Дх + у ) =/(x) +xf(x) + f^/'V) + "(*)+- • • (8). 

Строка эта небудетъ безконечна, потому что выс-
шш показатель степени х (7) въ первой производной 
есть (А—1). Высшш показатель степени х во второй 
производной есть (п — 2), въ третьей (п — 3 ) ; . . . . 
наконецъ показатель степени х въ производной тг-го 
порядка будетъ п—п~0, т. е. нулевой; и такъ по-
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слъднш членъ (8) заключаетъ въ себв одно посто
янное, а производная (п -]- 1) порядка будетъ — 0. 

Напримъръ: взявъ 1-ю производи) ю ФУНКЦШ 1хп 

имвемъ — nlxn — 1 

2-я производная — п(д — \)1хп — 2 

3-я „ —п(п— \)(п — <2)1хп ~* 
(я)-я производная 

= п(п—1)(п — 2)- • -[и — (га— \)]1хп ~п 

= 1.2-3 {n — \)nl 
ежели га есть высшая степень, или просто степень 
функцш (5), то производный га-го порядка отъ про
чихъ членовъ kxm будуть нуль, потому что п 
покрайней мър* единицею больше m и прочихъ. 
По этому то п-я производная будетъ послъднимъ 
членомъ. Факторъ при 1-й производной 

У. 
1 

при 2-й производной 
1.3 

m 

п 

1.2.3 
Xя* 

1.2...от 
..л 

» — 1.3...» 
и такъ послвднш членъ строки (8) будетъ ~ 1уп, а 

общш членъ представится чрезъ у ^ ^—— fm{x) и 

строка напишется такъ: 
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Чтобъ показать» пользу этого взслъдоватя, сде
лаешь два важный приложения: 

1) Им*я численную величину Функцш, хочу знать: 
отъ прибавлешя малаго количества къ х, Функщя 
увеличится или уменьшится. 2) Определим*, какую 
численную величину должно поставить вместо х, 
чтобъ Функщя (5) была наибольшая или наимень
шая. Разрешимъ первое; для этого къ х прибавимъ 
у, получимъ 

Л* + у) = Л * ) + д / ' М + • • • + i £ r / w W • • • • 
и следовательно 

Л*+г)-Л*) =j/V) +• • • + t£/mM"--(9), 
ежели отъ прибавлешя у къ х, Функщя увеличи
вается, то f{x-\-y)—fix)...(9) должна быть больше 
нуля или положительною; въ противномъ случае, 
если съ увеличивающимся х, fix) уменьшается, то 
величина (9), отрицательная. Въ выражеши: 

можно взять у такъ малымъ, что у fix) будетъ 
больше суммы всехъ прочихъ; и тогда, следователь
но, знакъ всего выражешя (9) будетъ зависеть отъ 
знака при f(x), потому, что у есть положительное; 
и такъ, ежели первая производная, fix) положитель
ная, то отъ весьма малаго увеличения переменной х, 

fix) увеличивается; а ежели f(x) отрицательная, то 
fix) уменьшается съ увеличивающимся х. Это надо 
хорошо запомнить. Заключение получимъ совершен
но на оборотъ, когда въ fix) уменьшим* х на весь
ма малое количество у; действительно: 
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^ d b ^ " ^ (W) 

всегда можно у дать такую малую величину, что 
yf'ix) будетъ более суммы всехъ прочихъ членовъ, 
и следовательно знакъ при f(x —у) —fix) будетъ 
зависеть отъ, знака при yf'ix), но у количество 
положительное , следовательно , отъ знака fix); и 
именно, когда fix) отрицательная, то — jf'(x) по
ложительное; fix—у)—f{x) положительная; f(x) 
увеличивается. При fix) положительной, Функщя 

f[x) съ уменьшающимся х будетъ уменьшаться. 
2). Теперь легко доказать следующую теорему, въ 

первой разъ предложенную Лаграижемъ, которая 
намъ часто понадобится. 

где в величина меньше единицы и больше нуля; п 
какое нибудь целое положительное число. 

а) Во первыхъ докажем*, что: 
fx + h)=f(x) + /f'(x+6h); 

если h будемъ приписывать различныя величины 

*) До этого разложешя можно достигнуть, совершенно по-
добпымъ образомъ какъ и къ (9), полагая въ Функцш (5) 
вместо х не х-\-у, какъ то делали для получешд (9), 
но х — у, в продолжая далее тЬже разложетя. 
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отъ нуля до некоторой конечной величины, то 
f(x-\-h) будетъ также принимать разныя величины. 
Пусть самая малая изъ нихъ, А; самая большая, В; 
будетъ 

fx + h) —/ (* ) —АЛ > 0 (11) 
fx -f- h) —fx) — ВА < 0 (12). 

Чтобы это поверить, возьмемъ ихъ производныя, 
относительно h, и найдемъ *) 

f(U)=f(x + h) — А > 0 
f{\2) = f [ x -f- А) — В < О, 

потому, что А есть самая малая, В самая большая 
изъ различныхъ f(x -\- А); изъ этого видимъ, что 
(11) съ увеличивающимся А увеличивается, а (32) 
уменьшается; обе они при Azz:0, обращаются въ 
нуль; то очевидно, что при А большемъ нежели 
нуль, неравенства (11) и (12) справедливы; ихъ мож
но написать такъ: 

fx + h) —fx)>Ah 
fx + h)-fx)<Bh; 

та же величина fix -J- А) — f x ) больше одного вы-
ражешя АА и меньше другаго ВА, и следовательно 
равна какой то средней величине между АА и ВА; 
пусть она будетъ СА, где С есть какая - то проме
жуточная величина между А и В, которую можемъ 
выразить чрезъ fix -{- 6h), где в > 0 и < 1, и будетъ 

fx + A) =zfx) + hfix + 6h) (13). 
Ъ) Во вторыхъ докажемъ, что ежели справедлива 

*) Член* fx) не содержит* А, то его производная пуль. 
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эта теорема для тг-вой производной, то она справе
длива и для п -{- 1-ой, т. е. когда имъемъ 

/ ( * + А) = / ( * ) + Ъ/\Х) + t-f'(x) + 

+ т х ^ * + в * > { Щ 

то будетъ и 

Л* + А) + № ) + ^/"И + • • • • 

+ 1 х = ^ « + п е т 1 5 / <*+<»> 

При различных* h, fn -*- - j - А) будутъ различ
ный; меньшая изъ нихъ пусть А, большая В, то 

Л* + *) -Л*) - № ) — • - i.2.5,.,^!) > 0 ( 1 5 ) 

Л*+*) -Л*) - № ) г А 5 ^ д + t ) <о.. . . . . (16) 

чтобъ увъриться въ справедливости этого, беру про
изводный (15) и (16), относительно А, 

Д15) = / ' ( * + А) _ л * ) - ¥'П 
Л " - 1 , ч А7т 

Л16) = / v + А ) - л * ) - № ) 

А" — 1 ВА" 

но по (14), поставя f вместо f, имъемъ 
д * + * ) = / » + # » + • • • 
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или 
YV ( X + Л ) - / ' ( * ) - ¥ " ( * ) - • . • ' 

_ Ъп~1 fnix\—^J^L—у*"*" V4-0А) = О... (19). 
1.2....(n — l / н 1 . 2 . 3 v ~ ; к 1 

Сравнивъ (17) съ (19) видимъ, что такъ какъ А есть 
малая изъ fn \х -(- Л), следовательно меньше и 

У»-*-1(.г-|-0А), по этому [ (17)=/ / (15)]>0; производ
ная больше нуля, то Функщя (15) съ увеличиваю
щимся А увеличивается, но при А = 0 она также 
ноль, следовательно при какомъ нибудь h, она боль
ше нуля, и такъ (13) неравенство справедливо. 

Сравнивая (18) и (19) видимъ, что по причине В 
болынаго ч е м ъ / " -*- \х -f- 0А), (18) < [19) = 0], т. е. 
[(18)= У'(16)]<0; производная отрицательная, са
мая Функщя (16) съ увеливающимся А уменьшается; 
но при А = 0 она нуль, следовательно при какомъ 
нибудь А, она меньше нуля; и такъ и (16) неравен
ство справедливо; (15) и (16) неравенствы могутъ 
быть написаны такъ: 

f(x + h)-f(*)-hf%x)-^f >(*)-.... >А, *П"'~1 

2 У w ^ 1.3..»(и+1) 

f[x + А) - / ( * ) - АД*) - • • • • < В - 1 

1.2..(«+1) 
или сопокупляя ихъ въ одно, будетъ 

/(*+*) -л*) - АД*) - V ' H — • • • = С 

2 У w 1.2.3....'̂ -fl) 
где С величина больше А и меньше В; но какъ 
А есть меньшая изъ /а -*->1(а?-{- А), а В большая изъ 
нихъ, то средняя между ими С можетъ представится 
чрезъ /п -*- 1(х -\- 6h). И такъ 
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Л * + А ) = л * ) + № ) 4 - o / V ) + • 

1 1.2....(»-f 1) 
Доказавши теперь при справедливости (14), справе
дливость (20), очевидно можемъ заключить, что при 
(13) будетъ справедливо: 

Л*+*) = Л*) + № + o / V ) + I X S ^ * + Щ 

и 

/(х + А) =/(*) + АД*) + + 

А* 
Л Т ( * + 0 А ) 1 1.2.5.4 

и вообще 

Л*+Щ =Л*) + № + + 

+ т £ ^ / я ( л ? + ^ <21) 
3) Чтобъ сыскать численную величину для х, 

которая дълаетъ Функщю f{x) наибольшею или на
именьшею, замечаю, что пока 1-я производная по
ложительная, до тъхъ поръ, съ увеличивающимся х, 

/(*+'*) - Л * ) - № ) - • 

= / ~ V + » ) M * _ > + 1 ) 
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«ункщя увеличивается; потомъ, если производная 
сделается отрицательною,* функщя, съ увеличиваю
щимся ху начинает* уменьшаться. Тамъ, где она 
перестала увеличиваться, и начала уменьшаться, бу
детъ наибольшая величина ея. Ясно что этотъ пе-
реходъ Функщй изъ увеличивающагося состояшя въ 
уменьшающееся, или наибольшая величина ея, со
вершается въ одно время съ переходомъ производной 
функщй изъ положительной въ отрицательную, т. е. 
въ то самое время, когда эта производная делается 
равною нулю; и такъ для наибольшей величины 
какой либо Функщй, производная должна быть рав
на нулю: f'{x) — 0. 

Точно также докажемъ, что и для наименьшей 
величины f{x), должно быть f'{x) ~ 0. Оба эти 
случая можемъ доказать заразъ следующим* обра
зом* : если х делает* Функщю наибольшею, то 
должно, чтоб* была fix)>fix -^у) или лучше 

т. е. чтобы при х уменьшающемся на малую вели
чину у, и при х увеличивающемся на у, обе смеж
ный величины fx — у) и fix -\- у) были меньше 

fx). Точно также, если х делает* fix) наименьшею, 
должно быть 

А*—у)>А*)<Л*+ог) 
или. при уменынеши и увеличенш х, обе смежны я 
величины 

fix—у) пДх+у) 

должны быть больше/(ж); или еще такъ: для наи
большей 
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fx) >Л*) z^xTi*) + -£-/"(•*) ± • • • 
для наименьшей 

+xf\*)+-^f"{*) ± 

Эти два неравенства необходимо требуют*, чтобъ 
втораго члена yfix) не было, потому что если 
онъ существует*, то при ( \- у) этотъ членъ, 
отъ котораго зависитъ знакъ всехъ членовъ, кроме 

fx), можетъ быть - j - и-*и —, следовательно: fx) 
меньше или больше одной изъ своихъ смежныхъ 
величинъ fx - j - у), я при (—у) она въ тоже время 
больше или меньше другой своей смежной fx—у); 
но по положетю, fx) должна быть въ одно время 
больше, и.ш въ одно время меньше обеихъ своихъ 
смежных*: 

fix—у) nfx+y) 
стало быть для. наибольшей или наименьшей ве
личины какой либо ФУНКЩЙ, должно во персых* 
чтоб* 

yf'ix) = 0 *ляД(х) = 0 

во вторыхъ, чтобы третш членъ ^-f'ix) (который 

можем* сделать больше всехъ прочихъ членовъ), 
или f'[x), была: для наибольшей величины fix), 
отрицательною, а для наименьшей, положительною. 
Величина х удовлетворяющая уравнешю 

Л(*) = о 
будет* та величина, которая делает* fix) наиболь
шею или наименьшею, и от* которой вторая про
изводная fix) становится отрицательною для наи
большей, и положительною для наименьшей. 

з 



Решеше этой задачи привело насъ къ ръшенпо 
уравнешя f'(x) — 0, или вообще 

f{x) — кх™ -\- Их™ — 1 -|- 4- а — 0; 
решить это уравнеше значитъ, для х найти такую 
величину, которая, будучи подставлена въ f{x), дъ-
лаетъ f{x~) rzz 0. Извлечете корней есть частный 
случай решешя уравненш, именно, ежели останутся 
первый и послъднш члены: 

Ахт 4- а = 0. 
Величину х будемъ называть корнемъ, и Функцш, 

и уравнешя. Въ этомъ важномъ вопросе начнемъ 
съ простейшихъ уравненш, и потомъ перейдемъ къ 
сложнъйшимъ: 

Пусть 
х% г г 3 (о); 

посмотримъ, неудовлетворяетъ ли этому уравнению 
величина х, равная целому числу. Положимъ л?г=1, то 
x^zz: 1 , меньше заданнаго; ежели xzzz2, то аг а:=:4, 
больше; следовательно цВлыя и положительный не-
удовлетворяютъ; ну такъ положимъ х~—1, тогда 
х* — 1 опять меньше; если х = — 2, то х* — 4, 
больше 3-хъ; следовательно х целымъ отрицатель-
нымъ также не можетъ быть; но не дробную ли 

^ Ъ величину имеетъ х ? положимъ х ~ , где а и Ъ 
а 

первыя между собою, потому, что ежели у нихъ 
есть общш множитель, мы сократимъ его; х — 

Ъ _ и3 

-—, то х* = —~, откуда — = : 3 ; Ъ и а первыя 

между собою, то дробь, следовательно уравне-
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Hie, ~ 3, или ж — , невозможно. И такъ х 
а а а 

не можетъ иметь ни целой положительной или от
рицательной, ни дробной, но будетъ иметь особую 
величину. Эти величины, которыхъ нельзя выра
зить ни целымъ числомъ, ни дробью, называются 
иррацюналъными или несоизмеримыми. Известно 
изъ элементарной Алгебры, что иррацюнальныя ко
личества изображаются корнемъ или рздикаломъ, 

т 
VA 

какой ннбудь степени т, изъ какого нибудь числа А 
целаго или дробнаго, положительна го или отрица
тель наго. 

Возьмемъ еще х* z r — 3 (#); 
тутъ видимъ прямо, что никакое целое или дробное 
число, принятое за от, не удовлетворить этому урав-
нешю; потому, что квадратъ всякаго количества есть 
положительный, а тутъ онъ долженъ быть отрицатель
ным*. Уравнение это можно представить проще, по
ложив* х—у^Ь, х^^Ъу"1 или Ъу*—-—3, у^~—1; 
и j обыкновенно пишутъ такъ: yzzz4^—1. Выражеше 
у —\/ —• 1 ничего не иредставляеть; это одинъ 
только знакъ; действительно, что такое у — V—1? 
есть такое число котораго квадратъ, отрицатель
ная единица; а этакаго числа нетъ, и потому V — 1, 
есть только одинъ символъ или знакъ: новейпне 
Геометры изображаютъ этотъ знакъ чрезъ i, такъ: 
i~V — 1; знакъ i называют* мнимымъ. 

Помня, что i% r r — 1, изеледуемъ некоторыя 
свойства этого знака: если онъ сложенъ самъ съ 
собою два, три раза и проч., то будетъ 2 г, 3.' 

2* 
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и пооч. Иомножеше его производится обыкно
венным* способом*. Всякое выражеше с* мни
мыми знаками вообще можетъ быть представлено 
такъ: а-\-Ь\/ — 1 = , a -\- Ы, где а содержитъ сумму 
ВСЕХ* вещественных* членовъ не помноженныхъ на г; 
Ъ, сумму всех* вещественныхъ членовъ помножен
ных* на i; при a zzz 0, bzzz.1 это выражеше обра
щается въ одинъ мнимый знакъ i. Вотъ примеча
тельное свойство этихъ выраженш; если нмъемъ 

a -f- Ь\/ — 1 — а + §\1 — 1 
или а -{- &" = a -f- /Зг (22), 
то непременно должно быть 

а~ a, h — ft 
потому, что 

г. 0. . а — а 
at — pi — а — а и г~ ^—- ; 

если а неравно а, и Ъ неравно (3, то знакъ г будетъ 
иметь численную величину положительную или отри
цательную, а это быть не-можетъ; следовательно 
необходимо должно 

а —а и Ъ ~ /3. 

Так* какъ i—\l — 1 ни чемъ не льзя выразить, то 
надобно отбросить назваше велшина, этому знаку 
приписываемое; и просто называть знаком*, или иног
да для отличгя, лшилтлгъ знаколгъ. Va 2 -[~ ^ а называ
ется люЪулъ мнпмаго выражешя a - j - hi. 

Чрез* еложсше, вычиташе, умножеше, делеше 
этихъ мнимых* выражешй на подобный им*, и на 
вещественныя, равно как* и чрез* возвышеше ихъ 
въ степени, получаем* выражеше того же вида. 
Действительно 
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a -j- Ы-\- а /Зг = а + а -\- (Ь + p)i =r А + В/. . .(23) 
а' + Ш — {а1 + /З'г) = а! — a' -f (У — /З')г 

= А' + В'« • (24) 
(а -}- К) (а + /Зг) = аа + + ~~ bp 

z=aa—bp-\- {ah 4 - ap)i — к" -\- B"i (25) 
ежели надо перемножить 

(а 4 - Ы) {а' 4 - b'i) {а" 4 - №) (а"> + 
то вообще это произведете будетъ вида Р - j - Ол 

Въ (25) доказано, что 
(о 4 - Ы) {а1 4 - Vi) — А 4 - Вь 

то и 

(а 4 - в») («" 4 - = 0 + ^ ) (« ' + * 9 К + *"*) 
= А, 4 - В,г 

и потомъ 
(А, 4 - В,г) (а»> 4 - У"*) = Р 4 - Qi 

такъ что вообще. 
(а 4 - Й) (а' 4 - Vi) {а" + b"i) (а1" 4 - b'"i) (...)= Р + Q*\... (26). 
Для возвышешя въ степени .должно только положить 
въ (26) всъ множители равными такъ, что вообще 
будетъ 

(а 4_ Ы)т — к 4 - Вг (27). 

Говорю, что и частное отъ а ~f~ ^ будетъ также ви-
^ ' «4-/3*• J 

да р 4~ уг; для этаго помноживъ числителя и знаме
нателя на а — (ii, получимъ 
(а + Ща-р>)__ (а 4-Ь-(«-/?»•) _P4-Q» _ „ , ,„• i m ' 
{a+pi){a-(ii)- а- + р* ~ ~ ~ С ~ - / » + JP; • • W 
то же должно заключить ежели одинъ изъ членовъ 
(23), (24), (25), (26), (28), будетъ вещественный; 
такъ что слагая, вычитая, умножая, двля мнимыя 
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выражешя между собою, или мнимыя съ вещест
венными, получимъ вообще выражении вида р 4 qi, 
которые могутъ впрочемъ обратиться иногда и въ 
вещественные, такъ на прим. въ (23), когда Ь~ — /3; 
въ (24), когда V — §! и проч. 

Теперь можемъ доказать, что \Уа 4 Ы имъетъ не
пременно видъ р -\- qi, и определить р и q. Въ са
мой вещи допустивъ, что ряд вещественный, уви-
димъ, что р 4 gi оправдаетъ наше предположеше, и 
точно найдемъ для р и q величины вещественный. 

Пусть VA -J- Ы'•— р -J- qi 
будетъ 

a -f- Ы —р% -f- q4* -f- <Zpqi —p* — g* - j - %pqi> 
но въ (11) доказано, что ежели имеемъ подобнаго 
вида два равенства, то непременно 

а—р*—д% и bzzzQpq 
откуда: 

О* — ?э)а «ч?»̂  .-Фч*^*? 
и (р* — д*у -f- hp*g* — a* + 5 * 

/>4 — 2^а^га 4 £ 4 4- 4/> а^ а z= а а 4- й а 

!> А 4 - ? а ) 3 : = а а + А а 

р* + у а — VAA 4 * 1 (29). 

Тутъ корень непременно надо взять съ 4 ? потому, 
что сумма квадратовъ -J- ? а непременно величи
на положительная, 

р*— д*=а (30). 
Изъ уравненш (29) и (30) получимъ 
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^ 2 

V a 2 4 A a — я 

-\-bi — a 
2 

ГДЕ в и 0х и теперь, и впослъдствш будутъ озна
чать ± 1 . О знаках* р и q можно прямо заклю
чить изъ того, что 9рд — Ь, т. е. 

откуда, если й положительное, (Wzzrl ; и 6&zrz—1, 
когда Ъ отрицательное; при положительном* Ъ най
дем*: 

~~ V " 2 • (51) 
^ — t / v -т- 6 a — « 

при Ъ отрицательномъ: 

Р 
А /Va a + /Я _1_ а 

,(52> 

Величины ряд найдены, и об* вещественныя, 
потому что V̂ " 4- й 2 положительный и больше а; 
отчего Vo* 4 й 2 4" « и Va2 4 л ' — я будутъ вели-
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чины положительный; а квадратный корни ихъ р 
и q, вещественные; это даетъ право заключить, 
что наше предположеше справедливо, т. е., что 
выражеше вида а-\-Ы имъетъ квадратный корень ви-
А а Р + Я1' 

у/а + Ы —p-\-qi (33). 
Точно такимъ же образомъ можемъ сказать, что и 
корень квадратный р -\- qi будетъ подобнаго вида, 
а изъ этаго заключаешь, что вообще 

1 

Va~+#= (« +frf*= A + Bi (34). 
Когда уравненш (а) и (#) привели насъ къ вели-

чинамъ несоизмеримым* и миимымъ знакамъ, то 
почему знать: уравнеше 

Ах"* -f Ъх"1— 1 -f -|- А — О 
не призедетъ ли, при ръшенш, къ особымъ величи-
намъ; т. е. можетъ ему не будутъ удовлетворять ни 
цвлыя, ни дробныя, ни несоизмеримый величины, 
нипредшедння мнимыя выражешя, но войдутъ вооб
ще как1я нибудь друпя. Докажемъ теперь, что въ 
рЬшеше всех* уравненш не войдетъ ни какихъ дру
гихъ мнимых* знаковъ кроме г. Эта теорема мо
жетъ быть выражена такъ; всякая целая Функщя: 

f{x) — Ах™ + Ъхт - 1 -j \-к 
имъетъ корень вида: 

a -f ру/ — 1 =za-{- pi, 
где аир каыя нибудь величины, соизмъримыя или 
несоизмеримый. Для рвшешя этаго вопроса нужно 
сперва решить уравнешя: 
I) л» = 1; II) x n — — 1 ; III) Xя — t; IT) xn~ — i. 
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Если докажем*, что решете этихъ уравненш суще-
ствуеть, то легко будетъ доказать, что всякая целая 
функщя ръшаетея корнемъ вида а -\- pi. 

I) Для я? пг=1, ясно, что х~1 будетъ ретеше. 
II) Для хп — — 1 должно различить, когда п 

нечетное и четное; ежели п нечетное, то x~=i—1 
удовлетворяет* уравнешю, и следовательно рвшеше 
будетъ. Если же п четное, т. е. п — 9.-*р, где р 
нечетное число, будетъ хп ~ х**-р zzz—1. Сделав* 
х%к —у, ур~^-— 1 , найдем*, что У — — 1 , или 
х*^ ——1 удовлетворяет* урав. xnzz:—1; чтобъ 
найти х удовлетворяющие х*к zz: — 1, извлечемъ 
квадратный корень 

х* ~ г, 
«* — 2 

И X* = \1. 
Этотъ корень найдем*, подставя въ (33), величины 
равны л р и q, выведенныя изъ предположенгя а-\-Ы 
zz-i, где стало быть а~0, Ъ~\. Таким* образомъ 

1 _ 1 

J. _ 1 , * А * — 2 

извлекши снова квадратный корень изъ этаго выра-
шя получимъ 

сравнив* 1 -\- i; съ а -\- Ы, имеемъ 
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, / г т - т _ VI- f |V94.VV3 — 1 .__ V t - f V 8 + iVV8 - 1 
v l + { - v s ~ V ¥ ~ * V2 ' 

A _ 5 _ V1 + V8 + »VV3 — 1 
— j—j—•• • " 

V3 V3 
продолжая такимъ образомъ далее, видимъ, что 
каждое последовательное выражеше для х съ мень-
шимъ показателем*, находится посредствомъ извъст-
ныхъ вещественныхъ величинъ и i; такъ, что когда 
извлечемъ изъ х^, к разъ квадратный корень, то 
получимъ х, выраженный вещественными величи
нами и знакомь г. 

Ill) хп — L Ежели л нечетное и по раздъленш на 4 
даетъ въ остатке 1, то уравнеше удовлетворится чрезь 
X — i, потому, что Х% ~ — 1, д; 4 ;rz 1, х5 ~ г, 
х'3 — i, х13 = i и проч. вообще хЬ&-+-1 ~ i. Если 
же 5, тогда уравнеше хп~i удовлетво
ряется чрезь х ~ — г. Въ самомъ деле х2 — — ч, 
х'1 — I, х8 ~ \ , xzG — 1, х'*Ь — 1, хъ ~ г, то 
х^к-^Ъ — i- следовательно х — — г есть корень 
функщй xn^z.i. 

Когда въ уравненш хп ~ i, п будетъ четное, т. е. 
л = 2 - * т , где m нечетное, тогда x**m=^i. Чтобъ 
найти корень этой Функцш, положу х%к —у, то 
хп = : х^к• m—ym^zi, m нечетное, следовательно у 
~x%/i~i; или = — i удовлетворяетъ уравнение 
хп — х*к-т, и по этому остается только сыскать 
корень Функщй х2 —i или х2 ~ — г. Эту вели
чину х найдемъ, извлекая корни квадратные после
довательно изъ х** — г и ~ — г. Но мы знаемъ 
что квад. корни изъ а-\-Ы выражаются посредствомъ 
мпимаго же знака г, следовательно производя д*й-
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ствтя самою вешдю, мы бы нашли наконец* х вы
раженным* только посредствомъ г. Действительно 

х 
к-ъ_ Vl -f »_V1 -f V2 + »v"vs - 1 

v s V2 У2 

и такъ далее до х, которой выразится только по
средствомъ г"; если х*к —— i, то х<2.к~ 1 = V — i , 
положивъ а -\-bizzz — i, имеем* 

а = 0,Ъ = - 1 , р= а = ~ 

откуда 

V— i=j>-{-qi = 1 . 1 — » 
V2 "V2 * ~ V 2 - ' 

и такъ 

' V2 

продолжая подобным* образомъ далъе, видимъ, что 
и въ этом* случат, въ величину х не войдет* ни 
каких* другихъ мнимых* знаков* кроме г, и такъ 
корень Функцш х71 ~ i непременно выразится по-
с[>едствомъ вещественныхъ величин* и знака i. 

IV) хп zzz. -— г, когда п нечетное, то или п 
~ hk -\- 1 или п zzz hk - j - 3 въ первом* случав х 
г г — г...(с), удовлетворяет* этому уравнение, пото
му, что х* —— 1, xk — 1, xh* — 1 и ж** 
— —i; во втором* случае х — i...(ct), есть корень 
функщй; в* самой вещи x~i, x*zzz—1, x^~l, 
xFlh — \ , х ъ — — i и х и + ъ — — г. Когда же- л 
четное, и именно пzzz. 1к-тп, то хп rrr .г 3 *-"*~ — i 

file://-/-bizzz
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положивъ: хЧ —у, хп ^zym п : — i; ЗДЕСЬ т не
четное; а передъ этимъ видъли, (с) и (d), что корень 

ут —— г есть, или —г, или г, и такъ х** — или 
— i или г; въ (Ш) же доказали, что ежели .x a i *— i 
нлпх** = — i, то корень этихъ Функцш выражается 
тоже посредствомъ вещественныхъ величинъ и зна
ка г, следовательно въ рътнеше уравнешя хп — — i 
не войдетъ ни какого другаго знака кромъ i. 
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Л Б К Ц 1 Л II. 

ОбщШ видь корней ращональныхь 
функщй. 

Теперь можемъ доказать, что целая ращональная 
функщя 

fix) = ахп -\- Ъхп — 1 - f схп — 2 -|- • ••-{- кх + / . . . (1) 
имеетъ вещественный или мнииый корень непре
менно такого вида 

Р + qi> 
где ряд величины вещественный ; и который по-
ставя вместо х, обратим* "функцию (1) въ нуль; 
или что то же самое, получимъ 

Дх)=Др-\-д1) = 0. 
И потомъ докажемъ, что корни никакого другаго 
вида иметь не могутъ. 

Положимъ что коэФищенты а, Ъ, с,••• -вещест
венные, подставимъ въ (1) вместо х, р - j - qi и раз-
вернемъ: 

АР + JP) = 

Ар) +А(р¥+Г'(р)^ + / ' + / 1 У { р ) & к & • •'(2> 

Если усомнятся и скажутъ, что это разложен ie суще
ствуете только для веществ, величииь ВПАЛДХЦ-У), 
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развертываемых* въ рядъ; то вспомня, что мы вы
вели его изъ Ньютонова бинома, который, при цв-
ломъ и положительномъ показателе, сираведливъ: 
для величинъ вещественныхъ и для знаковъ мни-
мыхъ, потому, что мы уже видели какимъ образомъ 
мнимые знаки складываются, вычитаются, помно
жаются и возвышаются въ степень, — вспомня, го
ворю, все это, устранимъ всякое сомненте. 

Отберемъ теперь въ Функцш (2) вещественные 
члены особо, мнимые особо, и примечая, что г а 

— — 1, i5 — — i, г'4 — г*5 — - j - г я т. д., най-
демъ 

Ар + Ч1) — 

сдвлавъ 

Лр)-/"(Р)^+ . . . = ¥, 

f'(p)q-f>'(p)-^ + ... = Q, 

имеемъ у(р 4 qi) — Р 4 Qi (3). 
Если въ Функцш (1) вместо х поставимъ р — qi, 

или, что тоже самое, вместо 4 i поставимъ —i, 
найдемъ: 

АР — !?Г") = 

АР) +А(р) (- ГО +А'(р¥£ +А"{р^^ -

^ГШЛ^/ KF> 2.34.5 * 
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Ар + =Ар) + %f{p) + \щА'{р) + 

Но Функщя Ар) е с т ь т а ж е в ъ которую вме
сто х поставлено р, то будетъ 

Ар) = (« + + («' + Р№ ~ 1 + • • • +«W + 

= P e + Q . f 

f(jp) = п(а + /&>» - 1 + ( n _ 1) (а' + - в - f . . . 

п(п—1) (a-f-/3jy»-2-j-(/j—1) (»—2)(tf-f # > * * * 4 - . . . 

= (/(/>) -/"W-f - +/'1ру£а -• •• )-(Лр)9-Г"-$ь 

Здесь вещественные члены теже, что и въ пер-
вомъ случав, то означивъ ихъ по прежнему чрезъ 
Р и Q, имъемъ 

/ О — qi) = V — QL 
И такъ, ежели есть 

то всегда будетъ и 
f(p-qi) = -P-QL 

Но для большей общности положимъ, что КОЭФИ-
щенты Функщй (1), а, Ъ, с,... к, I, всв вида а -\-p~i, 
говорю что и тутъ поставя вместо х величину 
Р ~Ь Ф> получимъ 

Л*)=Лр + я*) = * + <И; 
въ самой вещи подставя иайдемъ 

file://-/-p~i


fn[p) — 1.2.3 . . . n(a + fit) = P„ + Qni> 

где P Q , P , и проч., Q 0 , Q, и т. д. величины веще
ственный. Сделавъ 

Р„ + Р Х -f Р , + - - - + Р» = Р 
Q 0 + Q , + Q, + Q» = Q 

получимъ 

подобное уравнению (3). Но здесь не будетъ уже 

f(j> — qi) = V — Qi, 
какъ было доказано при вещественныхъ коэФИЩ.ен-
тахъ, потому что мнимые знаки въ коэфищентахъ 
этому помпшаютъ, въ чемъ легко удостовериться. 

Обратимся къ Функщй (1), въ которой, полагая 
мнимые коэФищенты, поставимъ вместо х, р -\- qi, 
найдемъ 

f(p + q{) = V + Qi. 
Говорю, что для ряд могу выбрать тамя ве

щественный величины, что будетъ 

P + Q / = 0 , 

или ла одинъ рать Р = 0, Q = 0; или Р а - j - Q 2 = 0 *), 
тогда p~\-qi будетъ, по определению прежде сделан
ному, корень Функцш (1). 

*) Замвтимъ, что сумма квадратовъ веществеппыхъ величинъ, 
эти квадраты всегда положительные, иначе не можетъ 
быть равна нулю, если каждый изъ вихъ порознь не 
равенъ нулю. Если иросто имеемх л; а- |~7 а— 0, и ие 
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Чтобъ доказать, когда f{p - j - Qi) — Р -{- Q/== О, 
то и квадратъ модуля P 2 - { - Q a —О, и на оборотъ, 
видимъ, что 

то Р и Q тоже цълыя и рацгональныя Функщй, 
степени те, количествъ р и q, след. и проч. 

Очевидно, что при разиыхъ р и q, Р и Q будутъ 
разныя, след. квадратъ модуля Р а -\- Q 2 будетъ 
иметь разныя величины, всегда положительный; 
отрицательнымъ быть не можетъ, слъд. за нуль не 
переходить; возрастать можетъ до безконечности, 
но уменьшаться только до некоторой положитель
ной величины или до нуля; очевидно, что ква
дратъ модуля 

непременно имеет* наименьшую величину, можетъ 
быть несколько ихъ, но одну непременно. 

Если эта наименьшая величина квадрата модуля не 
равна нулю, значить P 2 - j - Q a —О не можетъ быть 
ни при какихъ вещественныхъ величинахъ р и q, 
и тогда след. р - j - qi не удовлетворяет* f{x) ~ 0. 

сказано именно, что х а у величины веществениыя, тогда 
другое дъло: тутъ будетъ 

р =Лр) - / V ) %- + / Ч / > ) ^ Г 

Р 2 + Q 2 

и 
ж 2 = — у 1 

х — •+-yi-
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Но мы покажем*, что если не примем* зараз* 
Р ~ 0 и Q 0, то квадрат* модуля: Р а -f- Q a , 
не будетъ наименьшей; тотчас* для него найдем* 
другую величину, которая будетъ еще меньше. 

Допустимъ же, что Р а -\- Q a , квадратъ модуля 
мнима го выражешя 

Р + Qi 

есть наименьшш, а между ттьмъ Р и Q каждое 
порознь не равны нулю. 

Посмотрим* къ чему это приведет*. 
Въ Функцш (1), которую мы уже представили 

такъ: 

Л*) + 
Измънимъ x~p-\-qi на количество очень малое, 

которое можем* написать черезъ ей, и тогда х об-
тится въ 

х -\- £U ~ р -{- qi su, 
где « число весьма малое, а и можетъ быть чис-
ломъ вещественнымъ или мнимым*, положительнымь 
или отрицательным*, одним* словом*, такимъ, ко-
торымъ можемъ располагать по произволу. 

Вставя вместо х эту новую величину х-\-еи, в* 
функщю (1) и развернув* въ рядъ, получимъ 

/ ( х + ей) =/(*) + Л Ф « + Л + А " № т А +••" 

<*>• 

Здесь f(x) уничтожиться не можеть; это бы зна
чило, что 

/ Д Г ) = Л > + $ * ) = Р + ог 
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будетъ равна нулю, т. е. Р ш О , QrzrO, за одинъ 
разъ; а мы, припомнимъ, нарочно допустили про. 
тивное. Но f(x) или f"(x) могутъ уничтожиться; 
и чтобы рлзсмотреть обпнй случай, положимъ, что 
несколько производныхъ Функщй сряду, или, пожа
луй, еще и промежуточныя, уничтожились, такъ 
что самая малая степень s въ оставшихся изъ про
изводныхъ Функщй есть Е т , изъ (4) строки будетъ 

етит 

Дх + ей) =fx) +...&-}- aeW (5). 

Когда т — 2 , значить , недостаетъ втораго чле
на ; когда от — 3, 4 . . . з н а ч и т ь уничтожились ра
зом ь второй, третш, четвертый и т. д. члены. 

ВИДЕЛИ уже что 

Л * ) = / !> - } - г» )+ 
то и fix) =f(j> -\- qi) будетъ то же вида 

Р, + Q,i 

f{x) —f\p + qi) — P„ -f Q„i и т. д. 
И такъ чрезь постановление р -f- qi вместо х всегда 
можемъ получить 

/Ь(аг) — P ' - f Q/ь 
Вставя эти величины въ Функцию (5), найдемъ 

f(x~\-eu)=zV-{- Oji-f . . . (P / - | -Q / / )« ' B » r a 4- — + • - (б). 
Отобравъ вещественные и мнимые члены, имеемъ 

fx -f su) z= P + P V W * - f . . . . - f ( Q - j - Q W » + . . . . ) / . 

Квадрата модуля этой мнимой Функщй равенъ 
(Р -f V'^Ufn _j у _j_ (Q Q^m^m _| )а 

= P 4 Q 4 2 ( P F - | - QQ')6»H?» - f ( 7 ) . 
5* • 
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Въ остальныхъ членахъ е будетъ высшихъ степе
ней, изъ которыхъ самая большая, по положению, 
есть п, такъ что т можетъ быть — п, но во вся-
комъ другом* случав меньше п. 

Величину £ здесь могу взять такъ малою, что 
второй членъ будетъ больше суммы остальныхъ, и 
если онъ отрицательный, то квадратъ новаго модуля 
равный 

р* + Q* 2(рр/ _|_ QQ>)emUm, 
будетъ меньше прежпяго 

Р 2 + Q 2 , 
потому, что къ прежнему придается отрицательная 
величина. 

Но этотъ второй членъ мы всегда можемъ сделать 
отрицательным*, положивъ 

и™ = в, 
г д в 0 ~ - | - 1 / когда второй членъ самъ по себе отри
цательный; или 0 — — 1 , когда онъ положительный. 
Изъ уравнешя и»»—0 найдем* корень и вида а-\~Ы 
(лекщя I.), и вставя, получимъ 
х - j - su г= р -{- qi• + «(« -f- Щ — Р -J- еа - j - {q -f- £о)г. 
Вотъ при этой величине х, квадратъ новаго моду
ля сделается меньше прежняго. Стало быть какую 
бы конечную величину квадратъ модуля 

pa _|_ Qa 

ни получилъ, всегда можно сыскать другую мень
ше ее: но онъ долженъ иметь наименьшую величину; 
отрицательною величиною быть не можетъ, т. е. 
черезъ нуль не переходить, след. необходимо 

Р 2 + Q 2 — О, 
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И СЛЪД. Р - j - Qi— О, 

и накоиецъ, р - j - qi будеть корень Функцш (1). По
вторим*, что онъ будетъ или мнимый, когда ряд. 
имъютъ вещественныя величины, или корень будетъ 
вещественный, когда qzzzO. 

Но одинъ случай нарушаетъ общность нашего 
доказательства, это, когда коэФищентъ втораго 
члена, РР' -)- QQ', не есть ни положительный, ни 
отрицательный, а равенъ нулю; однако сей чась 
докажемъ, что и въ этомъ случав, наименьшая ве
личина квад мод. будетъ опять 

Р а + Q a = 0. 

Въ самой вещи выше допустили, что Р и Q ра-
зомъ не могутъ быть равны нулю; V и О/ также 
не могутъ въ тоже время быть равны нулю, иначе 
вышло бы, что 

етит 

МЛ* — 0. 
J к 1 1.2 т 

а мы эту Функщю взяли неуничтожающеюся. 
Замътивъ это, пусть 

ит — (Я, 
гдъ в — 1; такъ что корень UP^rzzQi будетъ вида 

и — а -\- Ы 
вставл въ Функщю (6), получимъ 

fx + ей) = Р + QH К Р ' + Q'') * т в 1 

— р —фт0 _| [_ (Q _j_ у'£тв -Л )i. 

Въ остальныхъ членахъ е будетъ высшихъ степе
ней, нежели т. 

Квадратъ новаго модуля найдется 
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( Р — Q'eme -\ )* + (Q -f- V'em в -| ) a 

— p» 4. Q* 2 (FQ — РО*)вв» 4-; (8)-

Но возразить, что и этотъ членъ Q P / — Р О / тоже 
можегь быть равенъ нулю? — Уступаем*, и двла-
емъ въ одно время 

QP' — P Q ' — О 

и VV 4 QQ' — 0. 

Помножив* первое на Q получимъ 

Q * P ' _ P Q Q ' — 0; 

помножив* второе на Р, имъемъ 
P 2 P ' 4 P Q Q / — 0; 

сложим*, и будетъ 

(ра _|_ Q*)p/ — 0. 

В * тоже время получимъ еще 
Q ( P P ' 4- QQ) = Q P P ' 4 Q A Q ' — 0 

P ( Q P / — PQO = Q P P ' — P Q A / — 0 
вычтемъ, и будетъ: 

( Р А + A Q ) Q / r = 0 . 

Здвсь или Р а 4 Q a — ^» ч т о намъ и нужно; или 
P'zzrO и Q ' — 0 , что невозможно, потому что 

fm{x\ 
J к '1.2 т 

неравна нулю; и слъд. второй членъ функцш (8) 
QP/ _ РО/ 

нелюжетъ быть равенъ нулю, въ одно время съ 

РР> 4 QQ/ — 0. 
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И этот* второй членъ QP'—- PQ' , черезъ в могу 
всегда сделать отрицательнымъ. Въ самой вещи, 
если онъ положительный, кладу в ~ — 1 , и ква
дратъ новаго модуля • • • • (8), будетъ 

= Р А 4 - Q A — 2 ( P Q — QP')sm. 

Если тотъ членъ самъ по себе отрицательный, дамъ 
в — -}- 1 , и нахожу квадратъ новаго модуля опять 

— рз _|_ Q> _j_ 2(P 'Q _ P Q / ) £ W 

въ обоихъ случаяхъ квадратъ новаго модуля меньше 
прежняго Р А -j~Q а > Сл*Д- прежнш не есть величина 
наименьшая, какъ предполагали. 

И такъ, пока модуль имъетъ какую бы то ни 
было малую численную величину, до тъхъ поръ 
онъ не есть наименьшей; след, иаименынш будеть 
тогда, когда у него не будетъ ни какой величины, 
т. е. когда 

P 2 - j - Q A = 0, 

а въ это же самое время и Р ~ 0 , Q — 0 , след
ственно: 

Есть ташя величины, вещественныя или мнимыя, 
или вообще вида р -f- qi, которыя будучи поставле
ны въ Функщю (1) вместо х, даютъ 

f(x)=f(F + qi) = 0. 
Эти то величины, р -f- qi, обращаюгщя Функщю 

(4) въ нуль, и названы нами корнллш Функщй. 
След. всякая цтьлая и ращоналъная функщя (1). 

илггъетпъ непремтьнно хотя одинъ корень вида 

Р + ф> 
который заключаете въ себе вс* возможныя веще-
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или мнимыя величины. Для первыхъ всегда q~0, 
а для вторыхъ р и q всегда вещественны. 

Доказавши это на всв возможные случаи, мы 
тем* самымъ доказали и другое, т. е. что если 
функцш имъетъ и друпе корни, то всв они разнят
ся только величинами ряд, но видъ сохраняют* 
тотже 

р + qi. 

Эта теорема долго занимала прежних* Геометровъ. 
Ейлеръ первый доказал* ее, но весьма продолжи
тельными вычислениями. д'Аламбертъ безъ успеха 
трудился падь ней. Коши очень много упростилъ. 
Мы дали здесь его доказательство. 

Эта теорема должна предшествовать решенно 
функщй, потому что решить Ф у н к щ ю , значить 
найти такую величину для х, которая обращала 
бы ее въ нуль. Без* этой теоремы всегда бы могъ 
родиться вопрос*: существует* ли такакая величи
на, которая Функщю обращает* в* нуль, или мо
жетъ быть этотъ корень не будетъ ни веществен
ный, ни мнимый, вида p-\-qi, а какой нибудь, осо-
баго, еще неизвестнаго намъ миимаго вида? — Но 
теперь все так1я сомнегпя уничтожаются. 

После этого легко уже доказать, что всякая це
лая и ращонллг.нал Функщя имеет* столько корней, 
сколько самый высшш показатель степени, содер-
житъ въ себе единицъ. Это мы сделаем* после; а 
напередъ докажем* одну теорему, которая часто бу
детъ встречаться. 

Теорема. Пусть xf та величина, которая будучи 
поставлена в* Функщю (1;, делает* 
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говорю, что f(x) всегда делится на цело на х—xf} 

т. е. 

где <р{х) новая целая Функщя. 
Изъ элементарной Алгебры известно, что хп—уп 

делится на цело на х —у, именно: 

х71—уп „—1 л—2 , п—Ъ „ , , п—1 
Я _ Г —Х + Х У-Г-Х + 

Пусть же 

fix)—axn -F Ъх" —1 + схп — 2 -1 \- dx* + кх 
где коЭФйщенты а, Ъ, с и проч, какге нибудь. 

\ * 

Вставя вместо х корень его хг, получимъ 
f[xt)—ахр -f- Ъхр — * - j - cxf

n — s -)- . . . - j - dx,a -f- kx,-\-1 
= 0. 

Если изъ f[x) вычтемъ f[xf) — О, т. е. ничего не 
вычтемъ, ибо вычитаемъ нуль, будетъ 

fix) — а{хп — х,п) -\-Ъ{хп —1 — ду> — * ) - | 

-F — .г,"1) +А(д? — х,\ 
Но, во второй части все члены делятся на х — xt 

то назвавъ частное чрезъ <р(х), получимъ 

или fix) ~{х — хх) q>{x) • • (9). 
Хотя бы въ fix) КОЭФИЩСНТЫ все были веществен

ные, но tp(x) вообще будете иметь КОЭФИЦ. мнимые; 
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чтобъ въ этомъ удостовериться, возмемь частный 
примере. Пусть 

f(x) — хъ -\- ах -\- 1 
и х — X/ корень ея, вида р -\- qi, будетъ 

f(x)=zx,* +ах,+ \ = 0, 
откуда 

j[x) — ( х 3 — х,ъ) + а (х — х,) 
и 

— х а + л\г. -4- я>а 4- л = д/л;). 
X—X, , I г I 

но 
x,—p-\-qi; х,*— р'-\- q'i; 

след. 
у(х) — х* -\-рх-\-р' а-у- [qx -\- q')i, 

т. е. будетъ содержать мнпмыя знаки. 

Теперь докажемъ, что если Функцш еъ вещест
венными коэФищентами нмееть одного изъ множи
телей вида х — р — qi, то имеетъ непременно и 
другаго множителя вида х — р -J- qi. 

Въ самой вещи, видели уже, что если 
0=f(p + qi) = V+Qi, 

где р - j - qi есть корень Функщй (1), то имеемъ ра-
зомъ Р — 0, q ~ 0; но какъ въ это же время отъ 
постановленгя въ ту самую Функщю (1) вместо х, 
р — qi, получаемъ выражеше 

Р — Qi—fip — qi), 

гд* Р и Q т* же что и въ первомъ случае, оба 
равны нулю и делаютъ 

Р - Qi=0, 
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и f\p — qi) = 0, 

стало быть р — qi есть точно также корень fix)-, 
какъ ' и р -\- qi. 

И такъ, если Функщя съ вещественными КОЭФИ-
щентами имЬетъ одинъ корень x,zzzp-\-qi, то бу
детъ иметь и другой корень непременно 

=p — ql 
Легко доказать, что f(x), делясь на каждаго изъ 

своихъ множителей х — хх и х — х2, делится на 
цело и на ихъ произведете, т. е. 

где уже fix) будетъ вещественная, потому что Jix) 
веществ, по положению; произведете 

ix — x,) ix — x,) 
также величина вещественная; въ чемъ легко удо-
стовериться, подставя вместо х , хг величины p-\-qi 
и р — qi; и перемножа самымъ деломъ, получимъ 

ix — хх)[х — х^) — х% — (j) -f- qi)x -f- pqi — pqi 

— x* — %px -f a* 
функщя целая и вещественная. 



Л Е К Ц 1 Я III. 

Разложенье ращональныхь функцш 
на линейные множители» 

Отдгьлеше равныхъ корней. 

Воротимся теперь къ Формул* (9) 

ЗДЕСЬ ф(х) Функщя цвлая, какъ и fix), но которой 
степень единицею меньше степени fix). 

Для fix) точно также можемъ найти величину х, 
такую, что <р{х) будетъ ДЕЛИТЬСЯ на х—х, и дастъ 
въ частномъ цвлую Функщю ip{x), степени единицею 
меньше противъ <р{х) или двумя меньше противъ 
f{x), т. е. будетъ 

х — т ч 

ф) = (Х — Х, )ф) (10). 

Поставя въ ураввеше (9), вайдемъ 

fix) z=zix — x%){x — xt )yix). 
поступая подобнымъ образомъ сдълаемъ 
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tp{x) = (x — x.)x(x) 

X(x)=z(x — х^)ы{х) и. т. д. 
Повторимъ опять, что поел* перваго множителя 

х — хt степень <р(х) сделалась единицею меиьше 
противъ степени fix); степень тр(х) двумя меньше, 
степень х(х) тремя, степень ы(х) поел* четырехъ 
множителей, четырьмя единицами меньше противъ 

fix), которой степень есть тг, такъ что после тг—1 
множителей останется Функщя , которой степень 
будеть тг — (л — 1) — 1 , т. е. последняя Функщя 
найдется 

ф(х) — ах-\-к, 
отсюда 

* i 
х — — х , ч « г ; — ах , 

а п п 
где хп, обращающш 

ф{х) — ax-^-krzz а(х — х„), 
а потому и fix), въ нуль, будетъ корень ея, след. 

fix) — {х — Xt) (х_ — х,) (х — хъ)- • • (ах - j - к) 
~а(х — xz) (х — х,)(х — хъ)- • • (х — хп)...(11). 
След. всякую целую Функщю переменной х, мож

но разложить на столько лин. множителей, сколь
ко въ показателе тг, высшей ея степени, единицъ. 

Всякая Функщя степени тг имеетъ тг корней; по
тому что полагая последовательно 

*У» ' /у» fyt — sy* ПР ry* m m . Т* /уТЬ 
I 3 •> 

функщя (11) всякой разъ обратится въ нуль; или 
говоря другими словами, Функцш (1) имеетъ л pt-
шенш. 
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Уравнение я» — A z= О 
также имеете п корней. 

Изъ этого видимъ, что задача решетя уравненш, 
т. е. разыскания корней, есть то же что и разыска-
нте множителей. Вообще замътимъ, что отыскание 
корней становится гораздо проще, когда между ими 
есть какая нибудь зависимость, такъ напримъръ, 
когда Функщя имъетъ равные корни, и потому въ 
этомъ случае различныхъ решенхй будетъ меньше 
числа единицъ въ степени п данной Функщй, но 
линейныхъ множителей останется тоже самое число. 

Положимъ напримеръ, что 
гу. *уъ . 'у' *-у* . ry% 'V' — /у. 

чЛу г a, 2 , . >̂ 5J ^6 —— -с 7 "О g 
то уравнеше (9) напишется такъ: 
fix) — (х—х t)2 [х—х 3) (х — х 4)* {х — х 6)3 (...) (х — хп) 

Множители х — хх и х — хк возвышенные во 
2-ю степень даютъ по два корня — хг и х,^ и на
зываются корни "двойные; множитель х — х6 возвы
шенный въ 3 степень, даетъ три корни равные х6, 
которые все вместе называются тройные, еслибъ 
множитель быль въ 4 степени, то корни называ
лись бы четверными и т. д. вообще, кратными. 
О последнемъ уравненш говорится, что оно имеетъ 
два корня двойныхъ, одинъ корень тронной и проч. 

Покажемъ сперва способъ какъ узнавать, содер-
житъ ли Функщя кратные множители; а потомъ, 
какь отделять ихъ. 

Проблема : найти производную 
ф(х) =/{х)фс)ф) (12) 

произведешя несколькихъ целыхъ Функщй. Пере-
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множивъ самымъ дъломъ, наидемъ, что это произ
ведете будетъ вида 

ф(х) =. кх" -}- Ъхи—14 ~ 2 Л— 
и по общему правилу взявъ производную каждаго 
члена, нашли бы производную 

Ф{х)—пАх» — * 4 (п — 1 )Ъхп — 2 4(»—2)Ог г е — 4... 
Но постараемся сыскать производную безъ этаго 
разложентя, прямо. 

Въ Функцш (12) дадимъ х приращеше А, то 

Ф(Х 4 A) =Дх 4 Щ q{x+h) у{х 4 А) ( . . . ) 
но 

ф\х 4 А) = ф{х) 4 пф>{*) 4 4" 0 » + • (13> 
Разложивъ такимъ образомъ вс*хъ множителей, по
лучимъ 

ф(х 4 К)~Дх 4 А ) 9>(* +h) y[x + h) (...) = 

4 4 4VV)+-1 |ФМ + WW +^Vw+--' 

V(*) + A¥'W + - ^ T ' » + 

Перемножимъ самымъ дъломъ: и отобравъ Функ
цш имъюппя h, особо, А а и т. д., особо получимъ 

Ф(х + Л) =fx) <р{х) у(х) ( ) 4 [fix) ср(х) гр(х) (....) 
+ V'(x)fx)xl>(x) (...) 4 y'(x)fx) 9(а:)(...) +... ] А 4 (14) 

Сравнивъ (14) и (13) по правилу неопредъленныхъ 
коэФипдентовъ, найдемъ искомую производную 

Ф'(х)-[Дх)<Р(х)ф)(^)]' = 
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—f'{x) <p(x) f{x) (...) + cp'{x)f{x) y(x) (....) 

+ (-)+.... 
Законъ этой производной слншкомъ очевиденъ, 

чтобы па немъ останавливаться. 
Положимъ теперь, что наша Функщя имъетъ п 

корней равныхъ хх; т корней равныхъ х,\ р кор
ней равныхъ хъ и т. д., получимъ 

f(x)=z(x — xzy(x — хг)т(х — хъР) {•••) (15). 
Назвавъ произведете всъхъ множителей кромъ 

перваго 
(х — х, У(х — хъ)р{ ) = ср{х), 

замътимъ, что въ <р(х) нхть множителей х — хг; 
и слъд она ни въ какомъ случав не дълится на 
х — хг; уравнение (15) напишется такъ: 

f(x)zzz{x — хгуср(х), 
откуда, по (14) 
/'(х) = {х-—хгУч/(х) + <р{х)[{х — ц.уу (16). 

Чтобъ найти производную 
[(х — xty]' • 

сдълаемъ 
, ira и—1 1 п(п — 1) „__2 
[х — х,)п — хп— пх х,-\ — ж xi — 

^Г- пхх" 1 нн х,п. 

Возмемъ производную каждаго члена, и будетъ 
[(х-х,ГУ 

^znxn — »(» — 1)хп ~ ' хп ... 

=н пх,п—г 



— 49 _ 

»—1 (п- •l)(n-S) п-Ъ а 

-J? л , 2 — . 13 

-_ п{х Xf) 

Впрочемь, известно, что первая производная есть 
коэФипдентъ у 1-й степени h, т, разложенш 
[(х— хг) -J- h]n — [x — х\)п + п(х — я , ) " - * Л -f-

и проч., то 

Вставя въ уравн. (16) получимъ 

f{x) zzz(x — xt)ncp'(x) -|- Пф(х) \ х — хг)п —1 

= f> — х , ) " - 1 [(* — *iM*) + ПФ)} (1 7 > 
Здесь множитель (а;—•л;1)ф /(дг) - j - n<j>(x) не делит

ся на х — хг потому, что какъ выше заметили, 
<р(х) не делится на (х — ^ i ) ; 

Такимъ же образомъ гдвлавъ 

<р(х) ~(х — хг )т{х — хъ)р( ) 
— (х—•хг)т^{х), 

где ц(х) = (х — хъ)р( )=(х — хъ)Рх{х); полу
чимъ производныя 

<р'{х) — {х — х,)т — 1[(.г — х7)ц'{х) -f- mii>(x)] 

гр'{х) =(х — хъу - 1 [{х — x.y/ix) +1фс)\ 

Вставя вместо <р{х), i!>{x) etc. <р'(х), ip'(x) etc. ихъ 
величины въ уравнеше (17), найдемъ 

fix) — (л; — хху - 1 [(х—х,) (х—хг у - \{х — х,) 
(х — х. )Р - * [{х — хъу/(х) +рх{х)\ 

+ m(x — xs)Px(x)]-r-n(x — x^(x~xzyXix)l . 
= (а?— xty - | l (х — х.) Щ—1(х — Х%)Р —1 [(ж—Iа?,) 

7̂J— 1 
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[(яг — х.){х — хъ)%'{х) + рх{х) + т (х — хъ)Х(х)] 

+ п(х-х,)(х-хъ)х(х)} (18). 

И такъ видимъ 1-е, что въ производной fix) есть 
всв твже кратные множители, что и въ fx), но 
степень ихъ единицею меньше. 2-е, что между fx) 
и ея производной) f(x), въ случав равныхъ ь-орней, 
всегда есть общей наибольшей делитель, который 
будетъ содержать все равные множители въ степеняхъ 
единицею меньше, назвавъ его D, получимъ 

D — (х — хг)п — 1 (г — х, ) т — \х — хъ)р —1. 

Но какъ fix) — ix — хг)п (х — ос^)т(х — хъ)Рх{х), 

то раздела второе на первое, получимъ 

fix) 
-р- = (•* — * ж ) (* — (я? — яъ)х[х) = А. 

Далее видимъ опять, что между А и D етть не
пременно общтй паибольшш делитель, который, 
назвавъ его d, равенъ прои'зведешю линейныхъ мно
жителей всехъ кратиыхъ корней, каше только вхо-
дятъ ъъ fx), т. е. 

d=(x — Xj) (х— х,) (х — хъ). 
Потомъ разделивъ А на d, получимъ произведете 
остальныхъ одинарныхъ корней или %(.г), именно 

^) = -А.....(19). 

И такъ, чтобъ узнать, имеетъ ли какая нибудь 
целая Функщя равные корми, надобно: 1-е, сыскать 
ея производную Функщю. 2-е, найти общаго наи-

•большаго делителя между Функщею данною и ея 
производного. Когда этоть делитель не заключаетъ 
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въ себ* перемгвнной ху т. е. когда онъ постоянное 
число, значить н*тъ вт. данной Функцш и корней 
равныхъ. 

3-е. Но когда общш яаиболышй дълитель D на
шли, тогда раздкливъ на него данную Функцию У(-аг), 
получимъ ФТНКЩ'Ю А, въ которой будуть одни только 
линейные множители корней равныхъ и не равныхъ. 

•Ч-е. Сыскать еще общаго наибольшаго дълителя 
dj между D и А и едълавъ 

d=0, 

получимъ уравнеше такой степени, сколько въ 
данной Функцш имелось кратныхъ корней. Оста
нется только разръшитъ его, чтобъ найти равные 
корни. 

5-е. Потомъ раздълить уравнеше А на втораго 
дълителя d, въ частяомъ получится т. е. про
изведете всъхъ неравных?» корней. Сдълавъ 

• z(*) = o 
и разръша это уравнеше, сыщемъ неравные корни. 

Отсюда видимъ, что когда въ самой Функцш есть 
кратные корни, и неравные корни, то можно раз
ложить ее на два уравнешя: 

d=0, х{х) — Ь 
Первое дастъ всъ корни равные; а последнее всъ 
корни не равные. 

Впрочемъ равные корни, или лучше, множители, 
основываясь на доказанномъ, можно отд'Ьлить одни 
за другими отъ общаго наибольшаго двлителя D, по
ступая еъ шшь, какъ поступали еъ/(х); что видно 
нзъ слъдующаго. » 

** 
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Положим* что дано уравнете 

Л*) = (*.) (3Ja(5JW ••-.•.••(«), 
т. е. Функщя имеет* 4 корня неравные; 3 двой
ных*, 5 четверных*, 4 семерных*; написавши так*, 
мы разумеем*: 

(4 х) дает* 4 множителя линейныхъ 
( 3 , ) а ,, 6 
( 5 4 ) 4 20 

Всего линейных* множителей въ уравненш (а) 58, 
т. е. она будетъ 58 степени. 

Но корней разной величины въ немь 

4 + 3 + 5 + 4 = 16. 
Поступая по сказанному правилу, беру производ

ную, будетъ 
Л = (3,)'(5*)5(47)в (.-..). 

Ищу общаго наибольшего делителя между f и f, 
назвав* его D, будетъ 

В = (3,)'(ЗД4 7)« 

- £ - = (4.) ( 3 , ) ' ( 5 . ) W = A , 
т. е. тутъ буду иметь все 16 множителей въ пер
вой степени. Нахожу наибольшего делителя между 
А и D, назвавъ его d, будетъ 

Эта Функщя будет* заключать в* себе одни только 
неравные корни. Чтобъ отделить двойные корни 
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Это уравнеше третьей стенени доставить намь двой
ные корни огдъльно. Для составлешя уравнстя от-
Ъгьльнаго изъ тройныхъ корней, можемъ обь D, то
же сказать что передъ этимъ говорили объ D: дей
ствительно D/ содержить въ себъ тройные корни, 
какъ не равные, a npoqie всъ пониженные двумя 
единицами; и потому поступая съ D/ также какъ 
съ fix) и D, получимъ отдъльно тройные корни. 

/ ' „ = (54)'(47)Ч ) 

особо, тройные и т. д. тоже особо, замъчаю, что 
двойные корни данной Функцш, въ D сделались про
стыми неравными, потому, что степень ихъ въ об-
щемъ наибольшемъ дълителъ понижается единицею; 
всТ. проч1е будуть еще кратные, но только тройные 
обратятся въ двойные, четверные въ тройные и т. д. 
По этому, для отдолетя двойныхъ корней, мы мо-
жемъ взять D за начальную Функцио, и разсматри-
вая въ ней двойныя корни какъ неравныя (для од
нообразия будемъ подобны;! величины означать тЬмн 
же буквами только со знаками), получимъ 

D = / , = (3,)'(54)3 (4 t )e 

/ / = ( W , ) 5 ( ) 
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•и "и 
*,, = (54)ж147)' 
А// j 

т . е . тройныхъ корней уравнеше не содержитъ. Для 
отдвлешя четверныхъ корней беру: 

» , , = / , , , = W W 
Г,„=1*1? ( ) 
D,//= (4 7) 3 

- ^ - = (5 4 У(4 7 ) '=А,„ 

д 
<*/// 

уравнете 5-й степени, следовательно, 5 четверныхъ 
корней. Для отдълешя пятерныхъ: 

DW=A ='(*,)' 
/ ' « = (47)4 •••) 
Dir=(47)a 
- ^ - = (47)« = А „ 

Afr 2 
Пятерныхъ нъть. 
Для шестерныхъ: 

D I ¥=/¥ = (A,)> 
А = (4 , ) ' ( ) 



D v = (47)« 

и шестериыхъ нт>тъ. 
Для семерныхъ: 

D V =/ V J (*) = (47)-

И такъ D v будетъ Функщя четвертой степени не 
содержащая въ себе равныхъ корней, неравные же 
она можетъ имъть тъ, которые въ f{po) были се
мерные. 

Отделивши такимъ образом1! особо множители не
равные, множители двойные, четверные, семерные, 
стоить только Функцш ихъ уравнить нулю: и ръ-
шивъ каждое уравнеше особо, найдемъ вев 16 кор
ней данной Функцш (а). Такимъ образомъ наша 
Функщя 58 степени разобьется на слЪдуюшдя от-
дъльныя уравнешя: 

А 

— —z=[k1)1 = 0 , четвертой степени. 

—•—- —{Ъ^у = 0 , третьей степени. 

-~~ = (54)" = .0 , пятой степени. 

D v — = 0, четвертой степени. 

Вотъ общи* ходъ о гдвлешя равныхъ корней. 



Для пояснешя всего этого, возмемъ частный при
мер*. 1. Пусть 

Дх) — х1 5— 6хг 2 + Юаг»'-{- 7Л;1 "— hlx9-\- 51л;8 — 33л;7 -f-
Z,^6_|_ 68x5 — 163л;4 _|_ 179лъ _ Ю5лг»-}- 32x — к 

ея производная 
/ V ) = 15л;'» — 72л;1' + 110л;1 ° +70л;9 — 369л;8 -f- Шл,-1 — 

231л;6 + 24л-5 - j - ЪНОхЬ — 652л;5 -f- 5370;' — 210л; + 32. 

Ежели предложенная Ф у н к щ я имеет* равные кор
ни, то f(oc) и ./'{ж) должны иметь общаго наи-
большаго делителя. Разыскавши его известным* 
способом*, в* самой вещи находим* 

D = х6 — Mx'j Зл;*-f- 7х'< — 1чх* -J- 9х — 2. 
Разделив* на него данную f(x), получимъ 

= х1 — 2Л;6 — л-5 -f- 2л;; - 2л;3 + 7л;2 —7л; - J - 2 — А. 

Эта Функщя А, как* видели, содержит* въ себе 
все линейные множители.. 

Между А и D есть свой обпий наибольшей дели
тель, разыскав* который получимъ 

d -~ х'> — 2Л; 3 — 2Л;3 -\- 5х — 2. 
Этот* делитель содержит* в* себе кратные корни 
въ первой степени, такъ что сделав* 

d=0, 

и сыскав* корпи этого уравненш, получимъ равные 
корни предложенной функщй. 

Далее, раздела А на d получим* уравнете, со
держащее все неравные корни, именно 



Такимъ образомъ ръшеше fix) 13 степени, мы 
привели къ решению двухъ уравненш 

— 2*3 _2j;2-f-5ir —2 = 0 (J) 
и 

Но неостанавливаясь на этомъ, мы можемъ отделить 
двойные равные корни особо, тройные, четверные, 
однимъ словомъ, кратные корни, сколько ихъ есть, 
особо. 

П. Въ самой вещи, поступимъ съ общимъ наи-
болышшъ делителемъ D, какъ поступали съ данною 
функщею f(x). Имея 

f/x) = D = *б _|_ 4*5 ЪхЬ + 7*3 _ I4^a _|_ дх _ 2. 

возмемъ производную 
/',(*) = 6^5 _J_ 20л:4 -f 12*3 _j_ Ql̂ a _ 28аг -f 9. 

Разыскавъ между ими общаго наибольшаго дели
теля, получимъ 

D, = л» — 2ж + 1 , 
потомъ 

= х<* — 2*3 _ 2* 2 _j_ 5* — 2 =; А, 

Ищемъ теперь общаго наибольшаго делителя меж
ду А/ и D/ и находимъ 

d, — x — 1. 

Разделивъ А, на d, получимъ 
А 

~ - = хЗ —5*- f2 , 
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уравнеше, содержащее въ себ* всъ простые множи
тели двойныхъ корней. И такъ теперь видимъ, что 
предложенная J\x) имъетъ три корня двойныхъ, 
которые найдемъ ръша уравнеше 

ХЪ _ ж а Ъх 4- 2 = 0 . . . . 4^ 
d, 

Ш. Чтобъ отделить тройные корни, поступимъ 
съ D/, такъ какъ съ f{x). Имея 

/„(*) = D , = * a —4r-f - l 
возьмемъ ея производную 

/"„(*) = 2 * - 2 , 
или сокративъ на 2, 

/'„(*) = * _ 1 
сыщемъ ихъ общаго наибольшаго делителя, 

D„ = ; r - 1 , 
и потому 

— X 1 Л„ 

общга наибольшей делитель между A f f и Dff какъ 
видно, есть 

dn = х — 1, 
и потому 

Показываетъ, что тройныхъ корней нвтъ; это мож
но было и такъ предвидеть. 

IV. Легко теперь отделить четверные корни: по
тому что 

f„,(x)=zD„=zx — 1 

которой производная 
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показывает*, что х — 1 есть искомый множитель 
четверныхъ корней. 

И такъ предложенная, 13 степени J\x) решает
ся следующими уравнениями 

хъ _ 1 = 0 . . . . 
где три корни не равные. 

хЪ — хъ — Зл;-|-2 = 0 . . 

А 
d 

А, 
- " d p 

где простые множители двойных* корней. 
Накоиецъ 

а г - 1 = 0 ф^-
« / / / 

дает* один* корень четверной. 
Таким* образомъ Д(х) состоит* изъ следующих* 

множителей 
Дх) = (*3 - | - х — 1) («3 — а* — Ъх - f 2)*(ж —1)4. 

Корни этихъ множителей разыщем* въ послед-
CTBIH. 

Теорема. Возмемъ какую нибудь Ф у н к щ ю , съ ве
щественными коэФищентами 

f{x) — х" - f ах" ~ 1 + Ъх» — 2 -\ \-кх • • (20). 
Выберем* одинъ нзъ ея корней s, вещественных* 
или мнимых*, будетъ 

/(*) = «. 
и докажем*, что съ изменением*, весьма малымъ, 
к о э Ф и щ е н т о в ъ а, Ъ, с..., к, I, изменится и корень 
s; но изъ вещественнаго можетъ перейти в ъ мни
мый или из* мнимаго в ъ вещественный, только то
гда, когда Ф у н к щ я имеет* двойные, тройные, чет
верные и т. д. корни, равные А 
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Возмемъ а число весьма малое, и р, д- • • -t как!я 
нибудь вещественныя конечныя величины; перемВ-
нимъ коэФШценты а, Ъ, с...к, I, въ а-\-ар, b-\-aq,... 
l-\-at; f(x) переменится въ ф(х) и напишется такъ: 

ф(х)=хп + (а + ар)хп _ 1 + + ouj)xn — 2 + 

+ (' + «0 -
~{хп -\- ax» — 1 + Ъхп — 2 • • • -f- /) -f- а[/?д:»- 1 

_j_ дХ» — 2 _j_. . . _j_ ^ 

=/[x) + aF(x) (21). 

Уравнеше, которое будетъ иметь место при вслкихъ 
величинахъ х. 

Съ измеиентемъ коэФИщентовъ (20) и корень s 
f(x) переменится, положимъ, въ s -f- ah, такъ что 

0{s -J- ah) — 0. 

Встава вь (21) вместо х, s -f- а/*, получимъ 

ф(5 + оЛ) = f ( s + аА) + dE(s + аД) = 0 (22). 

Разложимь обе Функцш, будетъ 

f[s + «А) = / ( , ) + «АЛ' ) + Т ^ Р А ' ) + * ' 

F(* + «Л) = l\s) + «/*F'(J) + etc. 

Число а можемъ взять такое малое, что каждый 
членъ сделается больше суммы слЬдующихъ, которою 
можно пренебречь. Заметя это, уравнеше (22) напи-
шемъ такъ 

f(s) + ah/Xs) -f-aF(s) = 0. 

I. Положимъ, что въ Функцш (20) нетъ корней 
равныхъ; видели что 
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Л') = о, 
то 

ahfis) 4 аЩ = О, 
откуда 

* = - т $ - ** 
Когда s вещественный корень f(x), то T(s) и f(s) 

будутъ вещественныя; и новый корень s-\-ah, так
же вещественный. 

Когда s мнимый, вида а -\- pi, то 
F(*) = Р„ + Q0i, f{s) = Р ж + Q,*, 

и 

A " - P H T Q ^ = P + Q j ; 

новый корень J - j - ah останется мннмымъ. 
II. Положимъ, что Функщя (20) имъетъ двойной 

корень s, т. е. два корня равные s, тогда въ разло-
женга перваго члена Функщй (22) напишемъ и вто
рую производную, остальные, по малости а, бро-
симъ и получимъ 

/{,) + ahf'[s) - f ^f"(s) + аЖ*) = 0-

Но какъ при двойномъ корнв не только f(s) — 0, 
но и f'(s) — Q, то будетъ 

откуда 
А> = _ Ш . . . ; (24). 

Здесь очевидно, что А будетъ мнимый, ежели 

^ будетъ-f 



— 62 — 

следовательно корень s-\-ah сделается изъ веществен, 
мнимымъ; но онъ останется вещественнымъ, когда 

2F(i) 
—j—r будетъ — ; a/"{s) 

ежели s есть мнимый, то s -(- ah можеть сделаться 
вещественным!., когда А будетъ мнимый, ибо можеть 
случиться что ah уничтожить мнимую часть s. 

III. Для троннаго корня s, въ разложенш Функцш 
(22) будутъ 

Л') = о, ЛИ = о, ЛИ = о, 
£ ^ Л ' М + «**(*) = О 

откуда л» = _ ^ _ (25> 

Когда s вещественный, А будетъ иметь одну ве
личину вещественную, а две мнимыя, т. е. корень 
два раза перейдеть изъ вещественнаго въ мнимый. 

Когда s мнимый, то, или все три величины но-
ваго корня s -\~ ah будутъ мнимыя; или одна ве
щественная, а две мнимыя, и действительно 

Пусть s — а ~\- Ы 
будетъ T(s) =z F(a + Щ ~ Р + 

А3 мнимое, то и А должно быть тоже мнимое; но 
въ частномъ случае, /У^ — — О, А3 выдетъ ве
щественный ; след. корень изъ мнимаго перейдеть 
въ вещественный. 

Подобныя заключешя ъыведемъ при четверныхъ, 
пятерныхъ и т. д. корняхъ. 
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Л Е К Ц Т Я IV. 

Отдьълете корней. 
Въ III. лекцш мы видели, что решете уравненш 

съ какими угодно корнями: равными и не равными, 
можно свести на рътпеше уравненш съ неравными 
корнями. Поэтому вообще въ послъдующихъ ра-
зыскашяхъ будемъ предполагать уравнеше, не име
ющее равныхъ корней. — Решить такое уравнеше 
значить отыскать корни номошдю коэФящентовъ, 
которые даны въ чиелахъ; следовательно дело въ 
томъ, чтобы имея Функщю вида: 

f(x)=a0x'> -f- а,х» -1 + а, х" - 2 Ц \- ап~ 0.... (1), 
где а 0 , а „ аг...ап числа, определить х посредствомъ 
этихъ <г0, а,, а,..., т. е. найти, какая Функщя коли-
чествъ аа, а„ есть величина х; или положивъ 
х~\? (а0, аг, а,...) надобно определить знакъ V, 
т. е. как!я алгебричесмя действш должно произве
сти надъ а0, « , , чтобъ иметь величину х. 

Здесь кстати заметить: многге говорятъ, что мы 
не имеемъ общаго решешл уравненш выше 4-й 

" степени; кто говорить это, тотъ говорить непра
вильно, неопределительно; онъ вправе сказать, что 



мы вообще не имъемъ решетя уравненш выше 4-й 
степени посредством!» радикаловъ; но не вправе 
сказать вообще что радик. есть необходимый путь 
ръшешя уравненш. Напротивъ мы уже видели 
(лекц. I.), и еще покажемъ, что извлечете радика
ловъ есть только частный случай решетя уравне
нш. Справедливый ходъ д1зла будетъ тогда, когда 
станемъ искать способъ решать уравнешя, или на
ходить корни, въ сущности самаго дела; тутъ мо
жеть быть откроются другхя пути, идя по кото-
рымъ найде.чъ корни. И действительно есть такой 
способъ : онъ называется ргыиеше уравнетй, и со-
ставляетъ особый родъ алгебрическаго действтя, ко
торые впредь будемъ представлять такимъ знакомь 

х — Ч(а0, Й „ а , . . .ап), 
где х корень Функцш (1); я„, а, , ал...ап коэФищен-
ты ея. 

Мы покажемъ, что этоть знакъ 
' . . . . ) 

Точно такъ же определяешь корни Функцш, какъ напр.: 
т 

VA 
определяетъ радикалы т степени изъ А, какъ а~\-Ъ, 
ао, опредвляютъ сумму, произведете, отноше-

т е двухъ количествъ а и Ъ. 

Этоть знакъ V выразить намъ свое алгебрическое 
д1.йств1е надъ уравнешемъ точно также ясно, удо
влетворительно, какъ и те знаки выражаютъ свои 
действш. 
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Этот* знакъ в о й д е т * у насъ въ составь Алгебри
ческихъ и Трансцендентныхъ Ф у н к щ й . Мы будемъ 
производить надъ • ним* сложеше, вычитание, умно
жеше, дълеше, возвышеше въ степени, извлечете 
радикаловъ, решете уравнешй и д и Ф Ф е р е н ц и р о в а -

ше; мы его будемъ интегрировать. 
„Алгебра посредствомъ сложешя, вычиташя, умно-

жешя, двлешя, возвышешя въ степень, извлечешя 
радикаловъ, — старается ртыиатъ уравнешя, и до 
сихъ поръ посредствомъ тех* действш, дальше 4 сте
пени вообще не решила;" вотъ какую мысль внуша 
ютъ почти все изложешя и разсуждешя объ Алгебре. 

— Ничего не бывало. Решеше уравненш совсем* 
не цель ея, а средство, такое же какъ сложеше, 
делете и проч., средство, которымъ, повторяю, она 
вполне владеетъ. Этнмъ средствомъ или действ!емъ, 
вместе съ остальными своими действ1ями, она со
ставляет* Ф у н к щ й , анализирует*, изследываетъ свой
ства Ф у н к щ й , выражающих* какой либо вопрос*, 
какую нибудь искомую истину, и чрезь т а к 1 Я и з -

еледывашя находит* ее. 
Этот* перелом* въ образе суждения о последнем* 

Алгебрическомъ действш — решении уравненш, со
вершенно справедлив*, и необходим*: онъ сам* со
бой выходит* изъ сущности науки, он*, мы ото 
увидим*, далеко разширнтъ пределы Алгебричсека-
го Анализа. Знак* V употреблен* въ первый раз* 
на этихъ лекщяхъ. 

Мы при всяком* случае станем* наводить чита
теля на этот* образ* сужденгя, до тех* поръ пока 
он* самымъ делом* убедится въ совершенной его 
необходимости. 

5 
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Уравнешя вообще решаются всегда, но странно, по
чему хотятъ непременно решать ихъ посредствомъ 
извлеч. радикаловъ, т. е. хотятъ общш случай подчи
нить частному; это столько же справедливо, какъ и то, 
еслнбъ кому вздумалось доискиваться способа, извле
кать радикалы посредствомъ рацюн. действш: сло
жения, вычпташя, умножешя и делешя; онъ нико
гда не извлечетъ ни одного радикала, пока не при-
думаетъ для него настоящаго действтя; но коль скоро 
действие проискано, стоить только употребить для 
него приличный знпкъ и — все кончено; точно тоже 
и о решеши уравненш. После докажемъ, что посред
ствомъ радик. вообще не можно решать уравненш. 

Другое хотятъ решать Алгебричесшл уравнешя 
посредствомъ Трансцендентныхъ действш; обь этомъ 
и говорить не будемъ: это противно сущности Ал-
гебрическаго Анализа, Алгебрической Функцш. 

Изъ всего этаго заключаемъ, что решить урав
неше, значить найти, какимъ образомъ произвести 
действие означенное чрезъ V. Это действ1е найдено; 
оно довольно похоже на извлечете радикаловъ; и 
СОСТОИТЪ въ двухъ npieMaxb. Первый npieMb, отдть-
ляетпъ корни, т. е. находить два предела, между 
которыми заключается именно этотъ корень, а 
не другой; при извлечено! радикаловъ этой ча
сти неть, потому что тамъ прямо видно, между 
какими пределами онъ находится. Другой пр1емъ, 
после отдел ешя корней, есть собственно ртыиеше 
уравненш: выгислете корней и радикаловъ *). 

*) Сдовомъ раЪипаль будет, называть вызддъ извлечена 
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Есть разные способы отделять корни; изъ всехъ, 
самый изящный но теорш, способъ Штурмовъ; съ 
него и начнемъ; но наперед* предложим* некоторый 
теоремы, которыя и после нужны будутъ. 

Пусть предложенная Функщя fix]'-, беру ея произ-
водную fix); fx) и fix) не будутъ иметь общаго 
делителя, потому что ищемъ корни уравнешя, не 
содержащаго равныхъ корней; делим* fix) на f(x) 
получаемъ остатокъ г1} такъ что 

fx) = g1f(x)+rl (1). 
Степень г% менее нежели fix). При этомъ остатке 
переменяем* знакъ, т. е. полагаемъ 

— гг = В ж Г (а); 
делимъ теперь f'(x) на R, получаемъ 

f(ai) = g , n i + r , (2), 

где г, остатокъ; при нем* переменим* знакъ, т. е. 
положимъ — г , г= 1\2 (Ь\ 
R, делимъ на R, и получаемъ 

R I = = ? 3 R , + r 5 . . . . . . . . ( 3 ) . 
При остатке г. переменяем* знакъ, т. е. 

- г ъ = Ъ , (с). 
Подобнымъ образомъ и далее до тЬхъ поръ, 

2 т 
радикаловъ: V a , \h и проч. есть радикалъ 2-й, т-н и 
проч. степени; а словом* корень будемъ означать ту 
величину, которая обращает* какую нибудь fix) въ нуль. 
Употреблеше слова корень безъ разбора, при извлеченш 
ридякаловъ и при ръшенга уравненш, кажется и утверди
ло въ той мысли, что все вообще уравнешя могутъ ре
шаться помогщю радикалов*. 

5* 
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пока остатокъ будетъ : иди Функщя х, неперемъня-
ющая знака,, при какихъ бы ни было велнчинахъ 
его, наприм.: х а - ) - 2 , или число; остатокъ изъ 
одного числа состоящш непременно долженъ быть; 
нулемъ онъ быть не можеть, иначе предшедшш 
остатокъ сделается делителемъ между fix) и ея 
производного, и данное уравнеше допустить равные 
корни, что противно нашему предположешю. 

Вставя теперь въ уравненш (1), (2), (3) • • • вместо 
г,, г2, гъ ихъ величины изъ уравненш (а), (Ь), 
(с)- • • - получимъ новыя уравнешя: 

f(x)=qjLt— R a - ( 5 ) 

R, ~ ? 5 R , — R 5 (6) 

R , = ! ? 4 K

5 ~ » * ( 7 > 
Напишемъ рядь 

f{x\f{x\ R „ R „ R 5 , R 4 (8), 
который имеетъ следующая свойства: 

1) Два члена сряду въ (8) уничтожиться не могутъ; 
положимъ, что отъ какой нибудь величины х про
изошло R , ~ 0 и R J = : 0 , то для той же величины 
х, изъ уравнешя ( 5 ) видно, что и f'(x)z^0, а это 
вместе съ R, — 0 принуждаетъ заключить, по урав
нению (4), что и fx) = 0, т. е. f{x) и f'{x) имеютъ 
общаго делителя, или что тоже оамое, въ fix) есть 
равные корни; это противно предположешю, след. 
два члена сряду въ (8) уничтожиться не могутъ. Объ 
этомъ можно разеуждать еще и такъ: уравн. (G) пока-
зываетъ, что когда R,rzrO и R ,— 0, будетъ, R 3 —0; 
а при этомь, изъ ур. (7), и R 4 — 0, и т. д., все 
остатки сделаются нулемъ. Но мы знаемъ, что по-
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следит остатокъ должен* быть величиною нико
гда неизчезающею ; поэтому ясно, два члена сря
ду уничтожиться не могутъ; большее число членовъ 
сряду и подавно не могутъ уничтожиться. 

II. Поставимъ вместо х какую нибудь величину а, 
и найдемъ знакъ каждаго изъ член, ряда (8); потомъ 
будемъ постепенно подставлять новыя числа и дой-
демъ до х равнаго Ъ; и если отъ этихъ различныхъ 
подстановлешй ни одинъ изъ членовъ ряда (8) не унич
тожится, т. е. не сделается равным* нулю, то рядъ 
(8), какъ в'ь первом* такъ и во второмъ случае, 
будетъ иметь теже самые знаки, потому что ни 
одна изъ Функщй ряда. (8) не можетъ переменить 
знака не сделавшись 0; след. пока ни одна не уни
чтожится, до техъ поръ ни какой перемены въ 
знакахъ не будетъ. 

III. Чрез* исчезаше членовъ: f'{x), R x , R 2 , R 5 . . . 
ряда (8), одного или нескольких*, (но не сряду) меж
ду двумя данными величинами для х, хотя знаки 
будутъ друпе или въ другомъ порядке, но число 
перемен* *) знаков* до исчезашя и после исчезашя 
останется тоже. Действительно, положимъ что R, 
= : 0 , то изь (б) видно, что l\t — — Rs, т. е когда 
R t съ -+-, то R 5 съ —, и обратно ; изъ этого видимъ, 
что члены смежные къ исчезающему, справа и сле-

*) Перемгыюю знаков* называется переход* отъ -+- къ — 
или отъ — къ Переход* же от* -+- къ •+- или от* 
— къ — называется посгпоянствомъ знаков*. Такъ рядъ 
знаков*: — — _§ 1_, имеет* k перемены и одно 
постоянство.. 
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ва, имзютъ противные знаки, такъ, что какой бы 
ни поставили знакъ вместо 0, -+- ли, — ли, онъ 
доставить съ своими смежными только одну пере
мену, .напримьръ 

f(x)f(x) R x R, R 5 R 4 - - . -
до исчезашя 

д; — а — ы- • — I — I н одна перем. 
при исчезанш R a 

R a = 0 , х~а + + + 0 » „ „ 
поел* исчезангя 

х а-\~ м - • -\- -л- -+- -+- — -+- „ ,, 
где ы весьма малое число. 

Написавши вместо 0 получимъ тоже: 
-+- -—• — одна перемена, 
-+- ± — одна перемена въ обоихъ случаяхъ, 

-+- — одна перемена. 
Въ верхней, нижней и средней строкахъ будетъ 

по одной перемене. Мы тутъ разсматривали одинъ 
уннчтожающшся членъ ряда (8); но тоже самое най-
демъ, если несколько членовъ (не сряду) исчезаютъ, 
такъ, что вообще исъезате гленовъряЪа (8), исклю
чая fix), не измтьняеть числа переменъ знаковъ. 

IV. До своего исчезангя fix) имеетъ противный 
знакъ съ производного f'(x), после исчезашя тотъ 
же знакъ. Дьйствительно, положимъ что xzzza де-
лаетъ f[a)—0, f'(a) нулемъ быть не можетъ; иначе 
были бы равные корни въ fix). До исчезашя fix), 
х будетъ равень а — « и 

Да - <о) = / ( « ) - « / ' («) - f ~ • • • * « * • ) 
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f(a) = 0; Ф вообще весьма малое число,; знакъ 
второй части уравнешя будетъ зависеть отъ знака 
при tf'(a) (лекц. I.); и относительно знака можно 
написать: 

или f(a — <о) — — of'(a — а); 

потому что f'{a) имеетъ тотъ же знакъ что и /'{а—<а); 
но to величина положительная, следовательно Функ
щя до уничтожешя имеетъ знакъ противный съ 
производного. Посмотримъ, что будетъ после унич
тожешя, когда Ж = Й - ( - Й ; 

Да + с*) =z/[a) + cof\a) + ^f"{a) + . . . 

f(a) r= 0 ; о) весьма малое положительное количе
ство, его молено взять такимъ, что знакъ 2-й части 
будетъ зависеть отъ знака при of'{а); и относитель
но знака можно написать: 

/ ( а + ы) — of'(а + ы), 
т. е. после уничтожешя, Функщя и ея производная 
будутъ съ тгъмъ же знакомь. 

V. Основываясь на 'I. легсцтя IV.) видимъ, что 
перемена знаковъ 51ежду fix) и f(x), существовав
шая до исчезашя fix), делается постоянством!, зна
ковъ после ея исчезашя; след. до ея уничтожешя 
должно быть переменъ знаковъ больше, а после одно
го уничтожешя, одною меньше. Вспомнивъ еще (III.), 
можемъ сказать, что ежели отъ постановлешя вме
сто х въ рядъ (8), какихъ нибудь двухъ величинъ 
а и Ъ, найдемъ, что число переменъ знаковъ для х 
~ а, единицею больше числа переменъ знаковъ 
въ ряду (8) Для х — Ь, то между этими пределами 
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а и Ъ есть такая величина для х, которая дълаетъ 
fix) — 0, т. е. между этими величинами заключает
ся одинъ вещественный корень fix). Если же по-
становв те величины въ рядъ (8) найдемъ, что 
число переменъ знаковъ унесется более, наприм. 3, 
то заключимъ, что fix) три раза уничтожилась, т. 
е. для х между а и Ь есть три величины, которыя 
удовлетворяютъ fix) ~ 0, или три вещественные 
корня. 

VI. II такъ теорема Штурмова состоитъ въ слъду-
ющедгь: .пищу рядъ (8) 

fix), fix), R „ R „ R 5, R 4 (9); 
ставлю въ каждый изъ членовъ (9) вместо х, ка
кую нибудь величину а, и смотрю Kaicie знаки отъ 
эта го каждый изъ нихъ принимает!,; численныя 
величины твхъ количествъ намъ не нужны; эти 
знаки пишу одинъ после другаго рядомъ; потомъ 
подставя также въ каждый изъ членовъ (9) другую, 
большую величину Ъ, и розыскавъ знаки всехъ 
членовъ, пишу ихъ также въ строку; положимъ что 

отъ х — а получили • • • • — - t - — - + - — 
„ х—Ь „ . — • н — 

сосчитаемъ число переменъ знаковъ въ 1-й и 
2-й строкахъ, разность покажетъ число веществен-
ныхъ корней fipo), заключающихся между а и Ъ. 
Здесь въ 1-й строке переменъ четыре, во второй 
две, следовательно уравнеше имеетъ два корня 
между пределами а и Ъ. Число переменъ знаковъ 
во 2-й строке всегда меньше числа переменъ зна
ковъ въ 1-й, это следуетъ изъ (V.), где доказали 
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что f(x) своимъ исчезашемъ , при переход* х отъ 
меньшей величины къ большей, уносить одну 
перемену знаковъ. Такъ какъ здесь мы имеемъ 
дело только съ знаками членовъ ряда (9), а не 
съ величинами ихъ, то ясно, что при нахожденш 
остатковъ R i } R a , R 3 (1), (2), (3), для удоб
ности делегата имеемъ полное право множить или 
делить на целое положительное число какой бы 
то ни было изъ этихъ членовъ; чрезъ это знаки 
при членахъ ряда (9) не изменятся. 

VII. Основываясь на этомъ можно розыскать 
въ каждомъ уравненш число вещественныхъ корней 
и пределы ихъ. Ннпишемъ рядъ (9), и поставивъ 
сначала вместо х очень большую отрицательную 
величину, — со, напишемъ въ строку произшедппе 
отъ этого знаки; потомъ зместо х подставимъ очень 
большую положительную величину, -\- со, и напи
шемъ вторую строку знаковъ; разность числа пе
ременъ знаковъ въ обеихъ строкахъ будетъ равна 
числу вещественныхъ корней ; на прим. 

f'\X) ~х^ — Ъх-\- 4 

fix) = Ъх% — 3, 

или для простоты за fix) возьму 

X* 1 И ДеЛЮ 77Г\-

г ж = — 2д7+ 4; R, — 2х — h 
или принимаю за R, • • • -х — 2 

r , = 3 , R , = - 3 

ставлю въ рядъ и будетъ 
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хъ — Ъх + 4, л; а — 1,яг — 2 , — 3 
пр%( лг = -— оо знаки: 1 — 

JC zrn -+- 6s ,, -I- -+- -I-

раэяость, одна перемт.на знаковъ, одинъ веществен
ный корень. 

VIII. Ежели хотимъ узнать, сколько уравнете 
имеетъ веществ, корней положительныхъ, должно 
сделать х~0, и потомъ х~ <х>; для нашего 
примера. 

х~0 н 

XZZZ-+- аэ -1- -t- н 

разность между числомь переменъ въ обеихъ стро-
кахъ ~ О, т. е. нетъ вещественнаго положительнаго 
корня ни одного. Для отыекашя отрицательнаго 
вещественнаго корня должно сделать: 

х zzz — 00 

т. е. одною переменою въ 1-й строке больше, сле
довательно отрицательный веществ, корень есть 
одинъ. 

IX. Ежели отъ постановления какой нибудь ве
личины вместо х, одинъ изъ членовъ ряда (9) сде
лается нуль, то по (III) видимъ, что смежные съ 
нимъ члены будутъ съ противными знаками, следо
вательно этотъ нуль можно или совсемъ не при
нимать, или приписать ему какой угодно знакъ. 
Примерь: 
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f(x) =Z X* — 1 

fix) — 4 x 4 ИЛИ X* 

/ • , = — 1 , R , = + l 

X 5 Л ~ 4 1, -* 4, + 1 • (9). 

X ~ CO, I - + - • I - - + - _ | - _ | _ 

x — -+- 0 , — 0 -i или — i -1 - или - -+-
X ZZZ-i- <X, - I - -t 1— - + - - + - - F - _ | - -4- -FR-

Все равно, оставить ли нуль, или писать вместо его 
-f- или —, или ничего не писать. Строки знаковъ 
показываютъ, что х5 — 1 — 0 имеетъ одинъ веще
ственный корень заключающейся между х — 0 и 
х — - j - со, т. е. положительный. 

X. Определи число вещественныхъ корней, посмо-
тримъ какъ ОТДЕЛИТЬ ихъ, т. е. заключить каждый 
корень между двумя пределами или числами,* изъ кото-
рыхъ одинъ меньше, а другой больше искомаго корня 
и между которыми не заключается другаго корня 
уравнешя. Очевидно, что пределами корня будутъ 
два такта числа, отъ постановлешя которыхъ вме
сто х въ рядъ (9) будетъ разность въ числе пере
менъ знаковъ i n 1. 

И такъ для отделешя коренй стоитъ только под
ставлять въ рядъ (9) числа 

О, 1, 10, 100 и т. д. 

до тЬхъ поръ пока получимъ теже знаки какъ и 
для -|- оо; и по разности въ числахъ переменъ, 
определимъ сколько корней заключается между каж
дыми изъ двухъ чиселъ. Если окажется только одинъ 
корень, отделеше его кончено; если же несколько, 
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надо продолжать подстановленте чиселъ. Ежели, на 
прим. между 10 и 100 окажется три корня, подста-
вимъ 20, 30, АО; когда и теперь не отделятся, и 
всв три шкажутся между 30 и АО, надобно подста
вить 31 , 32, 33 и т. д. 

Для отдълеше отрицательных* корней, поступать 
такимъ же образомъ: ставить отрицательные числа 

— 1, — 1 0 , —100 и т. д. 
Поел* увидимъ, какимъ образомъ отделивъ корни, 

вычислять ихъ по приближешю, т. е. продолжать 
сближеше пределов* до того, чтобъ они разнились 
между собою такъ мало, как* угодно. 

XI. Способъ Штурмовъ, такой изящный по тео-
рш, утомителенъ въ приложенш, отъ последователь
ных* делешй; однако иногда его можно несколько 
упрощать. Для этого разсмотримъ Дх) и съ нею 
другую F(r) такую, что она хоть одной степенью ни
же Дх), и не имеет* съ нею общаго делителя. 

Поступимъ съ Дх) и Т\х) так*, какъ мы посту
пали при выводе (А), (5), (6) и (7), получимъ 

Дх)-=д¥(х)~ R, (10) 

ВД=?,»1 — » , (11)' 
R, = ? , В , — R s (12). 

Составив* изъ этихъ величин* ряд* 
Дх), % ) , R l 5 R 2 , R 5 (13) 

замечаемъ 1), что и здесь два члена вдругъ уни
чтожиться не могутъ, потому, что при уничтоженш 
двухъ членовъ сряду, будетъ въ одно время Дх)~0 
и F(x) — 0, т. е. они бы имели общаго делителя, 
что противно предположентю. 



2). Каковы бы fix) и Т(х) ни были, отъ исчезашя 
F(x), В.,, В.а • • • • въ ряду (15), число переменъ зна
ковъ не увеличится, и не уменьшится; это докажет-» 
ся также какъ и въ (III). 

Ъ]. Лжели вместо Х поставимъ а, то получимъ 
строку знаковъ для членовъ ряда (13), потомъ по-
ставя вместо х, Ъ~> а, получимъ другую строку 
знаковъ; вотъ тутъ уже нельзя сказать, что число 
переменъ знаковъ внизу меньше числа переменъ зна
ковъ вверху, потому, что не знаемъ, до исчезашя 
f{xj, она имела тоть же или противный знакъ 
съ F(x). По этому же самому, и о начальной 
функцш У(х) неможемъ сказать того, что сказали 
обь ней въ теореме Штурмовой: что она своимъ ис-
чезашемъ уносить одну перемену знаковъ. 

4). Но ежели выберемъ такую Функщю F(x), что 
начальная до своего исчезашя имъетъ съ нею 
противный или тоть же знакъ, т. е. перемкну или 
постоянство знаковъ, то очевидно, что въ персоль 
глучаъ, чрезъ исчезаше fix), бывшая перемена зна
ка, обратится въ постоянство, и следовательно, чи
сло переменъ знаковъ одною уменьшится; когда f[x) 
уничтожится несколько разъ, то уменьшится на 
столько же и число переменъ. Въ послтьднелгъ случае, 
т. е. когда f{x) имеетъ съ ¥{х) тоть же знакъ, если 
fix) уничтожится разъ, постоянство обратится въ 
перемену знаковъ: одна перемена знаковъ прибавит
ся ; когда она уничтожится п разъ, прибавится 
п переменъ знаковъ *). 

*) Знаки при оетаткахъ перемЪняемъ для того, чтобъ чрезъ 
уннчтожеше котораго нябудь нзъ нихъ, число иеремьлъ. 
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Помошдю (4) зам*чашя весьма часто можно со
кращать вычислеше. Для примера определим* сколь
ко вещественных* корней въ уравненш: 

f(x)=x* — 5х — 7. . 
Надобно по (4) найти такую Ф у н к щ ю , которая бы 
до исчезашя /"(о;) имела съ нею противный знакъ; 
такая Ф у н к щ я , мы знаемъ, есть во первыхъ произ
водная (IV.) 

fix) = 5х^ — 5 — 5(j7 2 -f- 1) (х* — 1). 

Но какъ 5(д7 2 - |-1) всегда полжительная, след. х*—1 
будетъ такая Ф у н к щ я , что до исчезашя fx), она 
имеетъ съ нею противный знакъ; по этому теперь 
вместо сложной Функщй 5 (я: 4 — 1) будемъ иметь 
дело съ х% — 1 ; рбшеше еще сделается проще, 
ежели отыскиваем* положительные корни, тогда 

(а;3 — 1) = (х + 1) (х — 1); 

не изменялось. Действительно, ежели бы мы писали при 
остатках* те же знаки, то 

fx) = T(x)q-t-rt 

T(x) = qJrI-*-r. 
r! —<1S?. -+-гъ ит. д. 

Чрезъ упичтожеше одного изъ остатковъ, хоть г а = О 
г, и тъ будутъ съ теми же знаками, и следовательно, если 
до уничтожешя, г 2 И М Е Л * тотъ же знакъ съ гх и гъ, то 
между ихъ знаками было постоянство; после уничтожены, 
г. будетъ иметь противный знакъ съ гх и г 5 , т. е. бу
дутъ двт> перемены; и такъ чрезъ упичтожеше число 
переменъ знаков* увеличилось бы на 2 ; и могло бы 
уменьшиться на 2. Чтобъ уничтожить эту неопределен
ность, Штурм* очень остроумно придумал* предъ остатка
ми переменять знаки. 
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x -f- 1 при положительныхъ корняхъ имеетъ всегда 
-}-, следовательно х—1 есть такая Функщя, что до 
исчезашя fx), она имеетъ противный съ нею знакъ, 
и будетъ рядъ 

хъ — 5х— 7, х — 1, И 

х=0, -t-
X^Z СО, —I— —I— -+-

т. е. Функщя имеетъ одинъ положительный корень. 

Мы сказали прежде, что до этого же самаго мож
но достигнуть, взявши В М Е С Т О fix) такую F{x), ко
торая до исчезашя имеетъ тоть же знакъ съ fix), 
разность выдетъ въ томъ, что здесь чрезъ каждое 
изчезаше fix) перемена знаковъ прибавится. 

Для примера возмемъ за такую Функщто: — f ' ( x ) 
и предложимъ, найти сколько вещественныхъ кор
ней иместъ уравнеше: 

j c 4 - i | a ; - f 1 

fix) — 1\хъ — 4 или хъ — 1 = : (х* -f х + 1) [х — 1); 

х% -{- х -}- 1 всегда со знакомъ -[^, следовательно 
(— х -\- 1) будетъ иметь тотъ же знакъ что и f(x) 
и рядъ будеть 

л?4 — 4 л : + 1; — х-\-1; 2. 

X ~ -+- 00 , н ь-

т. е при переходе отъ меньгааго предела къ боль
шему число переменъ знаковъ увеличилось двумя, 
следовательно, уравнеше имеетъ два вещественные 
корня; они оба положительные. 
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Сделаемъ еще частные примеры: возмемъ уравн. 
д;4 — Ъх -\- 1 и поступая съ нимъ какъ было ска
зано, получимъ рядъ: 

х* — Ъх-\-\\ 4 л ; 3 — 3 ; 9х — 4; + 1 9 3 1 
xrzz — оо; - | — — -+- две перемены, 
xzzr.-*- оо; - I 1 1 - н и и одной перемены. 

Следовательно уравнете л;4 — Ъх + 1 имеетъ два 
вещественныхъ и два мнимыхъ корня 5 положив* 

х zzz 0; I - — — - + - ; 

найдемъ что оба вещественные корня положитель
ные. 

Пусть еще уравнете: 

Зл;4 — 12л;3 + 6л:2 — 36л; + 211 =/(х) (14) 

получимъ 

f'{x) zzz 12л;3 — 36л;2 + 12л: — 36 = 

12(д;5 — Злг2 + х — 3) z= 12(x 2 + 1) (х — 3) 
и воспользовавшись замечатемъ что, f(x) и х — 3 
всегда имеютъ теже знаки, можем* за fix) принять 
F(a;) ~ х — 3, и тогда получимъ рядъ: 

Зл;4 — 12л;3 + 6л;а — 36л; + 211, х— 5, — 76 

х :гг — со -+- — — одна перемена 

л;— Г сс - T - I „ „ 

следовательно уравнение (14) не имеетъ ни одного 
вещественнаго корня, все 4 мнимые. 

Разсмотримъ буквенное уравнеше 

л; 2 + ах + Ъ ~ 0 • • • (а). 
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Взявъ производную и раздвливъ последнюю на 
первую, получимъ въ остатке 43—а 1. И такъ чтобъ 
узнать, сколько уравнеше (а) имеетъ вещественных* 
корней, должно вместо х подставить— со и -J- оо 
въ следующие рядъ: 

х* -J- ах -\- 3, 2х'-\- а, а а — 43. 
Очевидно, здесь могутъ быть два случая, имен

но: или а% — 4 5 > 0 , или а а — 45<0. Въ пер-
вомъ случае, отъ подстановлешя xzzz.— оо и -f-оо _̂  
получимъ сдедуюшдя две строки знаковъ: 

Q0 . . . . —I— —|— j 
-*- оо • •' • • -+- -т- -+-; 

откуда видно, что когда а а — 43>0 , то уравнеше 
(а) имеетъ два вещественные корня. Во второмъ 
случае будетъ 

— СО • • • •-+- . 

- + - со • • • • t -+- , 

т. е. когда а"1 — 43 < 0, то въ уравненш {а) н*тъ 
ни одного вещественнаго корня. 

Возмемъ уравн. 3-й степени хъ -\- ах -\- Ъ — О, (/3), 
Поступая съ нимъ такимъ же образомъ будемъ 

иметь: 
х*+ах + Ъ, Ъхл+а3 — (2ад: + 33), — (273 a-f-4a 3). 

Здесь могутъ быть три различные случая. Во 
первыхъ, пусть будетъ а > 0 и 275 а -{- 4 а 3 > 0 ; по
лучимъ: 

для х ~ — со, 1- -1 , 

v х — -+-00, -и—и ; 
в 
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откуда видимъ, что при этомъ предположенш урав
нение имъетъ только одинъ вещественный корень. 

Во вторыхъ, положимъ а < 0 , 275» -f- 4а 5 > 0 ; бу
детъ 

для —оо, 1 , 

» - + - » н ; 

здъсь уравнете (/3) имеетъ только одинъ веществен, 
корень. 

Наконецъ, положимъ а < 0 и 2 7 5 а 4 а 3 < 0 ; будетъ 
ДЛЯ X — ОО , 1 н , 

„ XZZZ. ОО, н — н - н - н . 

Въ последнем* случав всв три корня уравнешя (/3) 
вещественные. Вставя вместо х, О и -|~ 0 0 полу-
имъ число корней вещественныхъ положительныхъ; 
а подставя вместо х, — оо и 0, разность числа 
переменъ знаковъ въ обеихъ строкахъ покажеть 
число корней отрипателъныхъ. 

Подобнымъ образомъ въ уравнешяхъ 4-й, 5-й* •• 
и вообще въ каждом* уравненш, можно отделить 
вещественные, положительные и отрицательные кор
ни. 

Въ пояснете X., прибавимъ здесь, что дабы 
сблизить пределы, между которыми находятся напр. 
полож. корни и отделить ихъ, возмемъ вззесто -|- оо 
какую либо определенную величину Ъ. Если подста-
новлеше этой величины доставить столько же пере
менъ знаковъ, сколько подстановлеше безконечности, 
то это значить, что вс* положительные корни за
ключаются между 0 н Ъ. Съ другой стороны по-



— 83 — 

ставимъ вместо нуля количество а, больше нуля и 
меньше Ъ, и положимъ, что нашли строку зна
ковъ, въ которой число переменъ единицею мень
ше противъ числа полученнаго отъ подстановле-
шя нуля. Изъ этого увидимъ, что одинъ изъ 
корней заключается между 0 и количествомъ а, 
а вс* остальные между а а Ъ. Подставляя по-

томъ попеременно вместо о количества —щ— — а, 
а-\-а/ а-\-а" ... 
—|— = а", —— а", и т. д. отдълимъ все корни 
такъ, что каждый изъ нихъ будетъ заключаться 
между известными пределами, 

Въ нашемъ уравненш х* — Ъх -f- 1 имеемъ 
для х — О, -+- — — -t~ 

„ аг — -+-ав,ч—I н -+-

„ х— 2, -f- - t- ~t—+~ 
х = 2 доставляетъ столько же переменъ знаковъ 
сколько и х ~ -(- се; следовательно между 0 и 2 
заключаются оба корня. 

Поставимъ теперь х ~ 1 , будетъ 
— н 1 1~ 

откуда видимъ, что одинъ корень заключается меж 
ду 0 и 1, другой между 1 и 2. 

Дальнейшее сближеше предъловъ увидимъ въ по-, 
следствш. 
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Л Е К Ц 1 Я V. 

Отдплете корней. 
(Продолжение.) 

Свойства производныхъ функщй. 

Не смотря на все изящество Штурмова способа, 
который сразу находить число веществ, корней между 
двумя известными пределами, и потомъ отделяете 
ихъ, онъ, при высокихъ степеняхъ уравненш, уто-
мителенъ своимъ последовательнымъ делешемъ. 

Фурье предложил* другой способъ находить и 
число и пределы вещественныхъ корней, какой бы 
высокой степени уравнеше ни было. Въ большей 
части случаевъ способъ его легче прилагается не
жели Штурмовъ; по его теортя гораздо сложнее, 
его не такъ легко обнять, за то онъ после очень 
простъ въ употребленш. Мы постараемся изло
жить его со всею возможною ясносию; и для это
го разсмотримъ сперва свойства производныхъ 
Функщй, изъ которыхъ некоторый ,мы показали 
уже въ прежнихъ декщяхъ. Предваряемъ читателя, 
что эти свойства надобно изучить внимательно, 
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держать въ свежей памяти, иначе все последующее 
будеть невразумительно. 

Пусть f{x) цвлая Функщя степени п съ вещест
венными коэФищентами, неимъющая равныхъ кор
ней. Возмемъ все ея производныя и наппшемъ рядъ: 

Иногда для краткости будемъ и такъ писать: 

/°, f, /"-А fe - i-f - \ 6 - \ / п — (1). 
или такъ: 
О, I, и, ш - е -н 1 • • 5, е + 6 " - п — 1 , п. 

Последняя, fn(x), всегда положительное число. 
Каждую изъ Функцш этого ряда можемъ принять 

за начальную, а следующую, за ея первую про
изводную ; и что будемъ говорить о какой нибудь 
Функцш f(x), то можемъ применить и къ каждой 
въ этомъ ряду, относительно следующихъ ajp нею, 
кроме последней. /°{рс) и f"(x) будемъ называть 
крайними; все остальныя, средними. 

Прежде всего припомнимъ здесь те свойства про-
изводныхъ Функцш, которыя уже знаемъ (лекц. I.). 

Поставя какую нибудь величину х~а, въ f(x), мы 
найдемъ только численную величину ея , или орди
нату той кривой лиши *), которую изображаешь f(x); 
если f(a) — 0, кривая въ точке х — а, пересекаешь 
ось абциссъ, или f[x) имеетъ корень равный а; 
но еще не виднмъ другихъ свойствь этой Функцш 
или кривой. 

*) Здесь в впослъдствш, для большей очевидности Аналити
ческого изложены, будемъ вводить и кривы я лвшя. 
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Когда ту же величину, х = а, подставимъ въ пер
вую производную fix), найдемъ новое свойство fx), 
именно, что она.,,съ увеличешемъ а, увеличивается 
или уменьшается. (Лекц. I.) 

Известно, въ кривыхъ лишяхъ, fix) изображает* 
тригонометрически тангенс* угла наклонешя каса
тельной въ точке [[x,fx)] къ оси абцнссъ. Знакъ 
fix) покажет*: если онъ -+-, что fx) или ординаты 
кривой увеличиваются, кривая восходить; если онъ 
—, ординаты уменьшаю'^^Ккривая нисходить, отно
сительно оси абциссъ. Когда f(a) = в, касательная 
въ точке [а, /(а)] параллельна оси, fx) имеет* на
ибольшую или наименьшую величину. Ежели fix) 
отъ нескольких* величин* подобных* а, обращает
ся въ нуль, значить, есть несколько наибольших* 
и наименьших*, кривая идет* извилинами. 

ТочнЙ таким* же образомъ, иодставя х~а, въ 
fix), узнаемъ когда f\x), съ увеличешемъ х, уве
личивается или уменьшается. Знакъ fix) покажетъ: 
если он* что кривая вогнута: если онъ —, что 
кривая выпукла къ верху. Если f'(a) — 0, въ точке 
[(a, fa)] кривая изгибается и т. д. 

Однимъ словомъ, видимъ уже заранее, что рядъ 
(1 ) производныхъ Функщй, раскрывает* все возмож
ный свойства данной fx), а не однп корни ея, или 
точки перес*четя кривой съ осью абциссъ. Видимъ, 
что изелвдовавде этихъ корней есть только частный 
случай изедвдоватя всех* свойств* кривой лиши, 
изображаемой fx); а иаъ одного этого убеждаемся 
въ совершенной необходимости, изучать всв воз-
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можныя подробности свойствъ ряда (1) производ
ныхъ Функщй. И такъ 

I. Если какая нибудь целая Функщя Дх) не#ис-
чезаетъ отъ постановлешя х~ а, то ни отъ х — 
а—«, ни отъ j — а + в , (ю положительное очень 
малое число), она не будетъ нулемъ и не переменить 
знака. Въ самой вещи: 

Да - а) =Да) - t/\a)+ -^/»г*- etc. 

Да а) =/(«) -*- ыД(а) -g/"(«) е 1 с -

«а можемъ взять такое малое, что Д[а) превзойдетъ 
сумму всехъ прочихъ членовъ (лекц. I.), поэтому: 
а.) Если Да) не уничтожается, то не уничтожатся и 
Да — ы) и Да ы). Ь). Если Да) положительная 
или отрицательная, то f{a— ю) и Д(а-+-ы) об* бу
дутъ съ тъмъ же знакомь или —; и какъ намъ 
впослвдствш понадобятся только знаки Функщй отъ 
постановлешя вместо х разныхъ чиселъ, то для 
краткости условимся писать нхъ такъ: 

/ И Л*) Л*) 
(а — б>) -+- / \ — / или оба \ ни 
(а) -I- | или такъ ( — ] случая ( ^ 
(а -+• со) -+- ( J — f заразъ. J ± 

П. Если отъ постановления х — а, Дх) уничто
жается, т. е. 

Л«) = о. 
то отъ х ~а — со и х — а ы *), где со малое поло-

*) Иногда вместо а — <о будем* писать < а; вместо а-*-<у 
будемъ писать > а. 
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жительное число, /(а— ы) и Д а + и) не исчезаютъ, 
но им*ютъ противные знаки. 

В* самой вещи, 

/(« _ «) =Да) - о>Д(а)+ ^-/\а) etc. 

Да U>) =/(а) ч / " ' ( а ) н — ( а ) e t c ' ' 

но по положение, Да) ~ 0, то 

/ ( а — л>) = — of [а) >+- -^f(a) etc. 

Да -+- б>) = -+- « / » e t c . 

ы можемъ взять такое малое, что первый членъ ыД(а) 
второй части превзойдет* сумму всъхъ прочихъ. 

а.) Если /'{а) положительная, то Да — <а) будетъ 
съ —; Да -§- <о) съ -*-. 

b.) Если f'{a) отрицательная, то Д а — ы) будетъ 
съ -+-; Да-+-ю) съ —. 

Вместо того чтобъ говорить: „Д(х), уничтожаю-
щаяся при х — а, имъетъ до своего уничтожешя 
знакъ —", будемъ писать 

(<а) или (а — «)• • • — 

Вместо того, чтобъ говорить: „f(x) поел* своего 
уйичтожеягя им*етъ знакъ ни," будемъ писать такъ: 

Л') 
( > а) или (а -+- ы) • • • -+-. 

Уничтожение Функцш отъ постановления х — и, 
будемъ писать такъ: 

/(•*) 

О) О-
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Bet эти три случая вместе, напишутся та&ъ: 

Л*) /(*) Л*) 
(<а) — \ ( ~ 1 - ) и л и ( 
(а) О ( или | О | случая | О 
(> а) -§- J f — | заразъ ( ^ 

III. Всякая целая Функщя fix), несодержащая 
равныхъ корней, имеетъ: до исчезашя, противный 
съ своею производноюfix), после исчезашя, оди
наковый знакъ. 

Эта теорема уже доказана; лекщя IV. — (IV.). 
Здесь для краткости ее будемъ писать такъ: 

/° f Г Г f f 
(<<*)•••• . I - -I- -t- -4-
(a) 0 или 0 •— или 0 ^ 
(> a) — — z±z 

IV. Отсюда имеемъ право заключить, что если 
fx) и f(x), при постановленш какой нибудь вели
чины а, имеютъ одинаковые знаки, постоянство, то 
fx) до техъ поръ не можетъ уничтожиться, пока 
напередъ fix) не переменить своего знака, пока не 
дастъ съ нею перемтьны. 

Но чтобы fix) могла переменить свой знакъ, надо 
ей сперва уничтожиться самой, отъ какой нибудь ве
личины a > a ; а чтобы fix) могла уничтожиться^ 
надо (Ш.) ей прежде иметь противный знакъ съ 
своею производною f'[x). 

Вотъ после этого уничтожешя Функщй f, край
няя f будетъ иметь съ нею перемгьну знака, и 
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получить возможность сделаться равною нулю, при 
какой нибудь величин* 

а!>а>а. 
СгЬдуюшда строки объяснять это: 

Г f f 
(а) -I - •+- — 
(а) -+- 0 — 
(>« ) (2)-
(«О о 
*>(«0 — — 

Замъчаемъ: 1.) въ строк* (а) одна перемена; / ° 
отъ х ~ а!, перейдя чрезъ нуль съ - 1 - на —, 
унесла эту перем*ну, такъ что въ строк* (Ь) не 
осталось ни одной перем*ны. 

Хотя f прежде ее тоже перешла съ -+- на — 
отъ х — а; но не унесла ни одной перем*вы; въ 
строк* ( > а) также одна перем*на, какъ и въ строк* 
(а), только на другомъ м*ст*. 

9) а/>а, т. е. корень / ° больше корня преж
де ее уничтожившейся. 

3) Въ строк* (>«') вс* три Функцш съ одннмъ 
знакомь; еталобыть fa въ другой разъ не можеть 
уничтожиться прежде f; f не можетъ уничто
житься прежде / " тогда только можеть уни
чтожиться, когда ея производная / " ' будетъ им*ть 
съ нею противный знакъ. Положимъ, что это такъ 
и есть при величин* Ь>а!, именно 
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f У" 
• • • — — -+• 

(а")."-- — 0 -+-
( > « " ) • • • — -+-

(«'") . . . . 0 •+- - т -

( > « ' " ) •• - t -

(О ...0 -+-
У >(«")•• н -н 

Видимъ: что У' уничтожится прежде другихъ при 
величине а" > а', потому что f и съ противны* 
ми знаками. 

У, въ строк* (>«"), получивши противный знакъ 
съ своею производной) У", можеть теперь уничто
житься; и действительно будетъ равна нулю при 
некоторой величин* х~а'">а". 

Накояецъ поел* вс*хъ ихъ, f° им*я въ строк* 
(>а / / / ) перем*ну знака съ своею производной), мо
жеть уничтожиться при какой нибудь величин* 
х — аГ > а'". 

Въ строк* V > (сс1У) вс* четыре Функцш имъютъ 
постоянство знаковъ : ни одна изъ нихъ не можеть 
уничтожиться, пока f"'(x) не будетъ иметь против-
наго знака съ своею производного Уу(л:). Но случи
лось, положимъ, что при величине 

V>a", 
f"jT,y иУ" имеютъ одинъ и тотже знакъ, и только 
У" даетъ перемену съ своею производного / п . На-
пншемъ подобнымъ образомъ весь ходъ постепен-
наго уничтожения вс*хъ шести функцтй: 
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Г f f f" /" А Г 
У(>«рт). 
(сс>) • • • • 
(>аг) • • 
(а") 

• 

(а,™) • • • 
(>а™) • 
( « т ш ) . . . 

( > а»"1) • 
(а«) 
(> а«) • • 
(а*) 
(>«*)• • 
(а м) 
i">(o») 

О 

О — 

О — — — 
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О — 

О — — 

— — О 

— о 

Не повторая твхъ же поясненш, соединимъ теперь 
всъ знаки съ самаго начала въ одно мъсто. 

/° Г Г Г А А /п /™ 
(а) I -н — -*- нн — 

(«) 
( > « ) • • • 
м 
6 >(«')• • 
( « - ) • • • • 

( > « " ) • • 
( « " ' ) • • • • 
(><)•• 

и 
( > « ' ) . • • 
(*") . . . . 
(>а«) • • 
(«"') 
( > а"') • • 
(av'») • • • 
(>a V I ") i - i i — — — — •— 
(alx) i + 0 — — — — — 
(> a i x) ~t- •+- — — — — — — 
(a*) 0 — — — — — — 
( > « " ) ~ * — — — 
(a») 0 — — — — — — — 
4">(a») — — — — 
Внимательное разсмотрешс этой таблицы, при-

ведеть къ заключешямъ, которыя послЪ нужны 
будутъ. 

О 

О — — 

О — 
(3) 
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4-е. Возмемъ въ строк* (а) только четыре знака 
отъ f" до F°. 

Jm съ/" дфланхгъ нереагвну с ы - н а —; въ тоже 
время У4*, въ строк* (а'), переходить через* нуль съ 
_§- на —: уносить ту перемену; въ строк* (5) оста
лось только одна перемена. 

F " съ f д*лаютъ другую перем*ну въ строк* (а) 
съ — на -•-; въ тоже время f° въ строк* («") въ дру
гой разъ переходить черезъ нуль съ — на -ь , уно
сить* другую перем*ну; въ строк* (V) все постоян
ства, не осталось ни одной перем*ны. Мы говорим* 
только о знаках* до 

Теперь возмемъ въ строкахъ (а) и (й) вс* зна
ки отъ jf™ д,о f°, и подпигаемъ подъ каждымъ зна
комь счетъ перем*нъ впереди его находящихся, на
чиная съ правой руки, сл*дующимъ образомъ: 

0. I. п. ш. IV. V. VI. vn. 
( « ) . . . . . -1- -+- • — -t- -+- •+• — 

3 Ъ 2 1 1 1 1 0 
(5) — — .— -+- -§- -+- — (5) 

2 2 2 1 1 1 1 0 

РАЗНОСТИ: 1 i 0 0 0 0 0 0. 

Вычтя соотв*тственныя цыфры нижней строки нзъ 
верхннхъ, получимъ строку разностей, уже написан
ную подъ чертою. 

1 , стоящая противъ F ° показывает*, что она 
имеетъ одинъ корень (в*/), между пределами А я Ь , 
в мы сей часъ видели, что это такъ. 
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1, стоящая противъ f показываете, что в пер
вая производная имъетъ одинъ корень (а) между а 
и Ъ, что и справедливо. 

Остальнымъ Функщямъ соответствують нули, и 
показываютъ, что ни одна изъ Функцш отъ f" до Дт. 
между пределами а и Ь, неимеютъ корней. 

Точно такимъ же образомъ написавши строки (а) 
и [¥), найдемъ: которыя изъ Функцш имеютъ корни, 
и сколько, и которыя нзъ нихъ неимеютъ корней. 
Въ самой вещи 

0. т. п. ш. IV. V. VI. VII. 

(") •*-
3 5 2 

- н 
1 

-н 
1 

ч-
1 

•+-
1 0 

09 + 
1 

-+-
1 1 

•+• 

1 
-н 
1 

•+-

1 1 0 

РАЗНОСТИ: 2 2 1 0 0 0 0 0. 

Видимъ: что 
f имеетъ между а и V два корня: (af и «>т) 
/ ' имеетъ два корня: (а и af") 
f" имеетъ одинъ корень: (а"). 

Проч1я Функцш: /'",/"•, /у, /п и / у а неимеютъ 
между а и V корней, что и справедливо. 

Написавши такимъ же образомъ строки (а) и (й"), 
найдемъ 

(а) н - н— — нн «-*- •— 
3 3 5 1 1 1 1 0 

(*") 
о о о о о о о о 

Р А З Н О С Т И : 3 3 2 1 1 1 1 . 0 . 
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И действительно, между пределами а и Ь": f° 
имеетъ три корня: а!, аГ(Г, а1";/' имеетъ три корня: 
а, а"\ а х ; J" имеетъ два корня: а", а 1 Х; / " ' одинъ: 
avm. fn одинъ: а™; fy одинъ: аУ 1; /п одинъ, av. 

Отсюда заключаемъ, что ни одна пзъ старшихъ 
Функцш въ ряду (1), имеющая одинаковый знакъ 
съ своею производною, не можеть уничтожиться пре
жде которой либо изъ своихъ младшихъ, больше 
или меньше отдаленной ; и начиная отъ этой, дол-
женъ напередъ уничтожиться последовательно весь 
рядъ, и только тогда / ° дойдетъ очередь исче
знуть. Корень ея больше всехъ корней младшихъ 
функцш, прежде ее уничтожившихся. 

Въ таблице (3) мы привели одииъ изъ безчислен-
ныхъ частныхъ случаевъ, единственно для того, чтобъ 
дать идею, какимъ образомъ число переменъ зна
ковъ въ строке (а) всегда показываетъ число кор
ней той изъ Функцш ряда (1), которою примемъ за 
начальную; само собою разумеется что при дру-
гомъ ходе знаковъ въ строке (а), и порядокъ 
уничтожешя Функцш будетъ другой; но при ве
щественныхъ корняхъ, всегда корень какой либо 
производной Функцш заключается между двумя кор
нями начальной функцш: онъ больше малаго и 
меньше большаго. Наприм*ръ: 

Корень f", а", заключается между а и а!" корня
ми у , такъ 

а<а"< а"'. 
а"', корень / ' заключается между а' и а1Т, корнями 
/ ° , тоже такъ: 

а' < Ы" < а'\ 
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Другой корень f. а*, заключен* между af* в «*', 
корнями у* , тоже такъ: 

а" < а* < а и . 

атгп, корень У " заключен* между а" и «и, корнями 
/ " *> 

V. Положимъ, что вместо х поставили такую 
величину а, что несколько средних* Функщй ряда 
(1) отъ х ~ а сразу уничтожились **); посмотрим* 
сколько тогда унесется перемен* знаковъ. 

Здесь два случая: или число уничтожающихся 
членовъ гетное, или пегетнос. 

*) Всякой легко убедится, что вторые корпя J1",/", f в 
У"1, ежели только есть они, будут* по ту сторону строки 
(я), т. е. все они меньше а. 

В* самой вещи, начнем*, съ корня a, f'\ другой ко-
репь той же f' будетъ непременно по ту сторону строки 
а, и меньше а. 

Другой корень У , принимая а" за первый, будет* по 
ту же сторону строки (а) и <а. 

Другой корень f"' опять за строкою (а) и < в , потому, 
что при х — а, f", имея одинаковый знакъ съ своею 
производною У 1 У , пе можетъ уничтожиться, пока не нач
нет* уничтожаться У 1 7 . 

Все это мы уже видели въ прим. 1 таб. (3), именно, что 
между а и й, У", y v , fy , fn пе имеют* корней; ста
ло быть малые корни ихъ, ежели только они есть, все 
лежать по ту сторону строки (а). 

") Это значить, что несколько производных* сряду имеют* 
кратных* множителей х — а, т. е равные корни. Этого 

7 
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о.) Положили, сперва что число ихъ четное, 9т. 
Для большей ясности возмемъ Ъп — 4 ; и что ска-
жемъ о четырсхъ, то скажемъ и о всякихъ Чт. 

Пусть же въ ряду (1) уничтожаются 
Je-*-l fe -+- S fc-*-b 

Смъжныя съ ними уцълъвгшя Функцш: справау«-«-5? 

слъва fe, могутъ имъть или одинаковые знаки, т. е. 
когда у одной -+-, то и у другой н- , когда у одной 
—, то и у другой —, или выражаясь разомъ: ко

не можеть случиться ст. f(x) и /'(л), потому что f{x), 
положили, ле имъетъ равныхъ корней; но во всьхъ сред-
вихъ фупкщлхъ это очень можеть быть; такъ что если 
уничтожилось т членовъ сряду, значить въ старшемъ изъ 
нихъ есть мпож. (х— «)"*, въ слъдующемъ [х—а)»»—1... 
у т-н функцш множитель будетъ 

(х — a)m-(m-i') = х — а. 
Ть члены, у которыхъ эти множители четныхъ степепей, 
(т. е. черезъ одинъ, идя отъ правой руки къ лъвой) бу
дутъ положительные: до уничтожены, и послъ уничто
жения, потому, что 

2, *, 6 в проч. 
до уничтожения: [а — (а — &>)] = 

2, 4, 6 
(-ь ы) ~ -н 

2, 4, 6 . . . 
по уничтожение: [а — (а ~н «)] =: 

2 , 4 , 6 
( _ а ) = ч _ 

И такъ четные, по мъсту, изъ уничтожающихся сряду 
членовъ (1), переходя черезъ нуль, не перем-ьпяютъ знака: 
если до уничтожен!я своего ИМЕЛИ + , то н поел* уничто-
жешя останутся съ -+-; если имъли —, то и останутся 
съ — Вндимъ, что теорема (II) имъетъ мъсто только для 
одной уничтожающейся Функцш, нечетной. 
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гда у одной : • , то и у другой чн; или смежныя 
функцш могутъ иметь противные знаки, т. е. выра
жаясь разомъ, когда у одной 11 , то у другой на 
оборотъ : I:. Разсмотримъ каждый случай особо. 

о'.) Когда число %п уничтожающихся сряду Функ
щй четное, и притом* смежныя имеют* одинако
вый знакъ, то припомнивъ (I. II. и III.), об* строки 
знаковъ, до исчезашя и поел* исчезашя напишутся 
такъ: 

J"e fe-*-1 fe-*-~/е'*~Ъfe-*-k/е~^Ь 

(а—ы)...нь ± dfc d b ДО уничт. 
(«) I 0 0 0 0 ± 

(а-+-«)...нн н ь d t d t d t -4 - по 
Здесь по (I.), fe и fe •*•5, см*жныя съ уничтожив
шимися, об* сохраняютъ одинъ и тотъ же знакъ -*~ 
или —: до уничтожешя, во время уничтожешя и 
поел* уничтожешя промежуточных* Функцш. 

ye-+-4 до уничтожешя им*етъ (111.) противный знакъ 
= F : , съ своею производною fc~*~5, у которой знакъ, 
по положенно, dtS поел* уничтожешя,у*-*--'1 полу
чает* одинаковый съ нею знакъ, 

По той же причин* (Ш-), fe~^7-> получаетъ до ис
чезашя знакъ -т-, противный знаку своей производ
ной У - 1 - - * и т. д. до посл*дней, идя отъ правой ру
ки къ л*вой. 

Сосчитаем* число перемен* знаковъ: до уничто
жешя ихъ 4 , или. вообще 2 т ; поел* уничтожешя 
не осталось ни одной. 

Поэтому четное число уничтожающихся сряду 
функщй, когда у смЬжныхъ т*же знаки, столько 
же уносит* и перемен*, 2т . 

7* 
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а".) Когда при гетнаиъ же числе, 2 т , уничто
жающихся сряду Функцш, смъжныя / е и / е _ 1 - 5 , ИЙГБ-
ють разные знаки, то все обстоятельства напишут
ся сл*дующимъ образомъ: 

fe /~е-*~1 fe-*-<2fe-t~?>fe-*-bfe-+-$ 
(а — •»)... ни ни ни ни ни до уинпт. 
(а) н- 0 0 0 0 ни 
(а Н И 6 ) ) . . . Т И- Н Н ; \ - Н Н Н И ПО „ 

Здесь тоже (Ш.) въ верхней строке, отъ правой 
руки къ левой, пойдутъ все перемены; въ нижней, 
все постоянства, кроме последняго промежутка, где 
всегда будетъ одна перемена знаковъ. 

До уничтожения, 5 перемыть, или 2 т - н 1 ; по
сле уничтожения всегда сохранится одна перемена; 
унесется ихъ 

(2т + 1) — 1 =r 2т . 
Поэтому и здесь, четное число уничтожающихся 

сряду Функцш уносить тоже число переменъ *). 
Й.) Положимъ теперь, что число уничтожающихся 

сряду Ф У Н К Ц Ш , нечетное, возмемъ 5, — 2 т 1, 
именно: 

•) Въ обоихъ слупаяхъа'.) и а".) заметим*, что /e-t-5, вторая 
изъ уничтожающихся (считая съ правой руки) и fe-t-\, 
четвертая нзъ нихъ, одпимъ слопомъ все четныя, по 
месту, переходя черезъ нуль, сохраняют* тотъ же зпакъ 
по уничтоженш, какой имели до уничтожены. Напротив*, 
нечетныя, по мъсту,уе-+-4 и fe-*-®, перейдя черезъ пуль, 
нерем'Ьияютъ свои знаки. Это потому (примеч. V.), что у 

fe-t-Ъ есть множитель (яг— а) 4, у м н о ж и т е л ь (х—а)3, 
у fe-*-~J множитель (х— а)1, наконец* fe-ь-Ь имеет* мно
жителя х — а. 
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fe-+-\ уе + Э fe-*-h y*e-f-5 
и разберемъ тоже два случая: когда знаки у см*вж-
ныхъ съ ними, fe и. fтъже, и когда эти знаки 
разные. И такъ 

I/.) Когда отъ постановления въ рядъ (1) х — а, 
число 2тпнь1, уничтожающихся сряду Функщй не 
четное, а смъжныя имвютъ одинаковый знакъ, то 
переходы знаковъ напишутся такъ: 

fefe -f- \fe -н <Zfe -н Ъ/е -t- kfe ч- 5fe -t- 6 
(a — toy.. чь нР и • H H нь нь нн до уничт. 
(a) ± 0 0 0 0 О : ь 
(« + (.))...+ + ЧЬ ЧЬ ЧЬ ЧЬ + ПО „ 
до уничтожешя 6 перемънъ, вообще 

(2т нь-1) н- 1 z= 2 т н- 2; 

поел* уничтожешя, ни одной. 
Заключаемъ, что нечетное число, 2 т ч ь 1 , уни

чтожающихся сряду Функщй, когда смежный имъ-
ютъ твже знаки, уносить перемыть 

( 2 т н ь 1 ) н ь 1 , 
единицею больше числа Функщй, но опять четное 
число 2m -1 2. 
. й".) При неъетномъ же числе, 2 т нь 1, уничто

жающихся сряду Функщй, когда у смъжныхъ знаки 
разные, расположеше ихъ будетъ следующее: 

fefe-*-1fe-+-%fe-+-bfe-*-k j'е -н 5fe ч- 6 

(а — ы)... нь нй -1 - чь чь i : -ни до уничт. 
(а) 4 = 0 0 0 О 0 
(в + в). . .+; + -fj нь ч - ч- нь но , 
до уничтожешя 5 перемыть, вообще 

2т нь 1, 
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по уничтожеши сохранится 1 перемена; унесется 
(2т -+- 1) — 1 ~ 2 т . 

Сталобыть, при негетномь числе уничтожающих
ся сряду Функцш, когда у смежныхъ знаки раз
ные, уносится переменъ единицею меньше числа 
Функцш, 

(2т -+- 1) — 1, 
но опять четное же число 

2 т *). 
Эти четыре частныя заключешя, а', а", V и Ъ", 

можно выразить такъ: 
^ничтожеше сряду четнаго числа среднихь функ

цш, уносить всегда столько же перемтьнъ знаковъ. 
Унигтоженге нечетнаго числа функцш сряду, уно

сить число перелтнь: или единицею больше, когда 
у слпъжныхъ функщй одинаковые знаки, или едини
цею меньше, когда у слпъжныхь разные знаки. 

Но во встьхь случаяхь число уносимыхь перелгтьнъ, 
четное. 

Въ ряду (1) можеть случиться несколько партш 
уничтожающихся сряду Функщй: тогда, смотря 
по четности или нечетности ихъ числа, и по зна-
камъ у смежныхъ съ каждой партгей, легко сосчи-
таемъ, сколько каждая парття порознь, и все вме
сте унесутъ переменъ знаковъ. 

*) Здесь такое же замвчаше, какъ и въ статье а".): что въ 
обоихъ случаяхъ, У) и й".), четныя, по месту, изъ уни
чтожающихся Функщй, т. е. у е н - 4 , J~e-+-C2 переходя 
черезъ нуль, не переменяют* своего знака, по причин* 
своихъ кратиыхъ множителей [х — а), четиыхъ стеиеней. 
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с.) Положит, теперь, что f(x) имеетъ равные 
корни, и что отъ постановлешя х~а, т Функцш, 
начиная съ крайней, сряду уничтожились: 

/° = 0, / - = 0, / » = 0 . \ . . . f m - \ — 0; 

отчего строка знаковъ будетъ такая: 

0. I. п. ш т — \-
(а) 0. 0. 0. 0 Онъ, 

Чтобъ получить знаки до уничтожешя, должно 
вспомнить, что каждаяN

 Ф У Н К Щ Я до уничтожения 
имеетъ противный знакъ съ своею производного, 
след. первый нуль справа до уничтожешя заменит
ся н^; npo4ie пойдутъ переменами и будетъ строка 
знаковъ до уничтожешя: 

0. I. п. ш щ — 1-
( < « ) • • • • : I I - ь • • • • ~ I ~ R I -. 

После уничтожешя, Функции съ своими производ
ными имеютъ теже знаки, и строка знаковъ напи
шется: 

0. I. п. га т — i-

Поставимъ ихъ вместе: 
0. I. И. Ill т — 3 т — Ь 

( < « ) • • • • : + : I ± К < + до уничт. 
(а)..' 0 0 0 0 0 0 4= 
( > а ) I - ! I I 1 • + п о „ 

Въ строке (<«) столько переменъ сколько ис-
чезнувшихъ Функцш въ строке (а); но въ (>«) все 
эти перемены обратятся въ постоянства; поэтому 
переменъ унесется столько, сколько исчезнувшихъ 
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функцш: именно го; при четномъ т, четное, при 
нечетномъ, нечетное, не такъ какъ при исчеза-
нш среднихь функцш. Замътимъ только, что по
следняя изъ уничтожмощихся функщй, (т — 1)-я, 
имъетъ множителя 

(д?—- а); 
предпоследняя, (т — 2)-я, имветь множителя 

(х — а)*. 
Это замъчаше намъ пригодится. 
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Л Е К Ц 1 Я VI. 

Отдтьлеме корней. 

Свойства производныхъ функцш. 
(Продолжеше.) 

VI. Въ предшедгпей теорем* ВИДЕЛИ, СКОЛЬКО 
переменъ уносится лвнымъ исчезантемъ среднихъ 
Функцш. Явньшъ называем* то, когда точно зна-
емъ отъ какой численной величины xzzza, те 
Функщй обращаются въ нуль. 

Разсмотримъ теперь сколько перемвнъ можетъ 
уносить неявное исчезаше среднихъ Функц. ряда (1). 

Исчезайте называемъ неявнымъ, когда неизвестно 
отъ какой точно величины х средняя Функщя обра
щается въ нуль; но знаемъ наверное, по указанно 
строки разностей, что она между двумя известны
ми числами можетъ уничтожиться одинъ или не
сколько разъ. 

Когда мы разсматривали явное исчезаше (V.) 
среднихъ Функцш, то для насъ достаточно было 
знать ихъ число и знаки у см*жныхъ Функщй, 
чтобъ судить о числе унесенныхъ ими переменъ; 
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тамъ не требовалось численной величины Функщй; 
но чтобъ узнать сколько переменъ уносится не-
явнымъ исчезашемъ среднихъ Функщй , однихъ 
знаковъ недостаточно; тутъ необходима численная 
величина среднихъ Функщй, и мы отложимъ это до 
одной изъ слъдующихъ теоремъ; а теперь составимъ 
себе только идею: какимъ образомъ неявное исче
зайте среднихъ Функщй, иногда уносить, иногда 
не уносить ни одной перемены. Для этого воротим
ся къ теоремъ IV. 

Въ таблице (3) видели: 
0. I. п. ш. 

(а) -+- и 1- две перемены. 
(а) -+- 0 ь 
(>«) ~* «- v т> 

Между пределами (а) и (>«), У показала неявное 
уничтоженте, потому что переменя -н на —, она 
перешла черезъ нуль; но своимъ уничтожешемъ не 
унесла ни одной перемены: (въ строке (а) две пе
ремены, и въ строке (>«) тоже две, только на 
другомъ месте); это потому, что смежныя съ нею, 
У и f", съ разными знаками (V. й"). 

Точно также, У 7 ' между пределами $ и у а" ока
зала неявное уничтожете (см. таб. 5), перейдя съ 
— на -+- черезъ нуль; но опять не унесла своимъ 
исчезашемъ ни одной перемены: (въ строке (й) бы
ла одна перемена, въ строке (>«") осталась одна 
перемена), и это потому, что смежныя съ нею, fk 

и J4'", имеютъ противные знаки. 
Однимъ словомъ, исчезайте вс*хъ среднихь Функ

щй въ таблице (3) не унесло ни одной перемены 
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и з ъ с т р о к и ( а ) . Т о л ь к о о д н а Функщя /°. с в о и м ъ 

т р е к р а т н ы м ь и с ч е з а ш е м ъ у н е с л а и х ъ т р и . 

В с е э т о о б ъ я с н я е т с я с л ъ д с т в х е м ъ т а б л и ц . (3). 

П о к а к о р е н ь , к о т о р о й л и б о и з ъ с р е д н и х ъ п р о и з 

в о д н ы х ъ , н а х о д и т с я м е ж д у д в у м я к о р н я м и е л н а 

ч а л ь н о й Ф у н к щ й , т . е . б у д е т ъ б о л ь ш е м а л а г о и 

м е н ь ш е б о л ы п а г о и з ъ е я к о р н е й , д о т е х ъ п о р ъ 

у н и ч т о ж е т е с р е д н и х ъ Ф у н к ц ш н е м о ж е т ъ у н е 

с т и н и о д н о й п е р е м е н ы з н а к о в ъ , п о т о м у ч т о п р и 

э т о м ъ у с л о в ш , в с е г д а у Ф у н к ц ш с м в ж н ы х ъ с ъ и с 

ч е з а ю щ е ю , б у д у т ъ п р о т и в н ы е з н а к и . (V. — й".) 

Н о о ч е н ь ч а с т о б ы в а е т ъ , ч т о к о р е н ь п е р в о й 

п р о и з в о д н о й , н е з а к л ю ч а е т с я м е ж д у д в у м я к о р н я м и 

с в о е й н а ч а л ь н о й , и л и л у ч ш е , ч т о п р о и з в о д н а я у н и 

ч т о ж а е т с я прежде с в о е й н а ч а л ь н о й ; в ъ т а к о м ъ с л у 

ч а е , и с ч е з а ш е т о й с р е д н е й Ф у н к щ й м о ж е т ъ у н е 

с т и д в е п е р е м е н ы ; н а ч а л ь н а я Функщя н е м о 

ж е т ъ с в о и м ъ у н и ч т о ж е ш е м ъ у - н е с т и д в у т х ъ п е р е 

м е н ъ , п о т о м у ч т о н е ч е г о у н о с и т ь ; с т а л о б ы т ь е й 

и е д о с т а н е т ъ д в у х ъ к о р н е й , а п о с ч е т у о н и д о л ж н ы 

б ы т ь , т о т а ы е н е д о с т а ю щ е е к о р н и и н а з ы в а ю т с я 

мнимыми. 

Ч т о б ъ э т о о б ъ я с н и т ь 1гримеромъ, в о з м е м ъ и з ъ 

т а б л и ц ы (3) т е о р . IV. с т р о к и (а) и (У): 

0. г. п. ш. 
(а)' • ~f- — - * -

2 2 1 0 

(V) • • • н — I - - + - •+-

0 0 0 0 
РАЗНОСТИ: 2 2 1 0 . 
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Между пределами а и У, видимъ неявное уничто
жен ie трехъ Ф^КЦТЙ: f" можетъ уничтожиться разъ, 
f и f° могутъ уничтожиться по два раза. 

Если корень f" ляжетъ между двумя корнями /*', 
то все это исполнится въ томъ порядке, какъ по
казывает* таблица (3). Но если f исчезнетъ отъ 
х zzz с < а прежде f и f°, тогда она унесеть две 
перемены, потому что смежныя имеют* одинако
вые знаки (V. V). Въ самомъ ДЕЛЕ 

0. т. п. ш. 
(а) HI 1- • Н 

(с) -+- + 0 + 
( > с) -T- - 4 - - I Н. 

Въ строк* (>с) не осталось ни одной перемены; 
она вышла тожественна съ строкою (У); стало быть 
для а и а'" корней и для «' и а™, корней / ° , 
нетъ места, они не существуютъ, и въ то же время 
строка разностей 

2 2 1 0 
показывает*, что J1 и f° должны иметь по два кор
ня; след. у обеих* они мнимые. 

Повторим* заключеше: если корень производной 
функщй лежит* между двумя корнями ея начальной, 
то исчезаше той Функции не уносит* ни одной пе
ремены знаковъ. Напротив*, если производная ис-
чезаетъ прежде начальной, и притом* смежныя 
имеют* одинаковые знаки, то ея исчезаше унесеть 
две перемены. 

VII. Теперъ легко понять, что если въ ряду про
изводныхъ Функцш, которая нибудь изъ среднихъ 
имеете два корня мнимые, то и все старипя Ф У Н К -
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*) И даже до безконечпости, если чрезъ последовательное нн-
тегрироваше, начиная съ f° составим* возрастающие рядъ 
производных* Функщй, таким* образом*: 

'Л*) =/Л*¥* •+- А 0; "fix) =f'f{x)dxн- А, 
"'/{х\-=./и/{х^х^к^ и т. д. до какой угодно сте

пени /А, и напишем* рядъ 
"Л*)> "—Ж*)* .'—W)...'/ix),f,{x)...f..f'\x)... 

Если в*у два корня мнимые, то во всем* ряду от*у до 
С/ будет* по два корил мнимых*. 

цш до У° включительно *), непременно имеютъ по 
два корня мнимыхъ. 

Положимъ, что отъ постановления въ рядъ (1) 
вместо х двухъ величинъ а и Ь, получили две стро
ки знаковъ, подъ которыми подпишемъ счетъ пере
менъ и возмемъ разности: 

0 I. п. m. iv. v. \т. VII. vra. гх. х. хт. 
(а) . . . . . -л—I 1 -I- 1- !г-

8 8 7 7 G 5 4 4 3 2 1 0 
(Ь) . . . . и — I — I — I 1—н н — I — I §-

4 4 4 4 3 2 2 2 2 2 1. О 
РАЗНОСТИ: 4 4 3 3 3 3 2 2 1 0 0 0 

Изъ строки разностей видимъ, что между а и Ь 
У™ оказываетъ неявное исчезаше одинъ разъ, у>« 
два раза. Положимъ, что мы какимъ нибудь обра-
зомъ удостоверились, что УУт уничтожается преж
де у™, отъ величины х ~ с; смежныя съ ней 
У1Х и У11 обе съ одинаковымъ знакомь, ста
ло быть Уш своимъ уничтожешемъ унесетъ две 
перемены знаковъ; а черезъ это у™ лишится воз-
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можности два раза перейти черезъ нуль: въ первый 
разъ съ нь на —, во второй, съ — на нь; равно и 
для каждой изъ /™, / \ . . . у недостанетъ двухъ пе
ременъ, не достанет* возможности перейти два раза 
черезъ нуль; у всехъ ихъ, начиная съ будетъ 
по два корня мнимыхъ, след. и проч. *). 

*) Докончим* наш* разбор*: 
Написавши строку разностей особо, вычтемъ цыфру 2 

изъ всей строки, начиная с*_/"Уп, найдемъ 
0. I. И. Ш. IV. V. VI. VII. VIII. IX. X. XI. 
4 4 3 3 3 5 2 2 1 О О О 
2 2 2 2 2 2 2 2 
2 2 1 1 1 1 0 0 1 0 0 0. 

Чтобъ показать, что мы всегда вправе делать это ис-
ключеше мшшой пары изъ исего ряда, сыщем* точно 
такую же строку иначе: мы положили, что У ш ис
чезает* при х — с; переходя съ — на нь; сл*д. после 
ея исчезашя строка знаковъ напишется: 

0. I. и. гп. iv. v. vi. vn. VIII. IX. х. хь 
{~>с).... н—н — — нь — нь нь нь нь — нь 

6 6 5 5 4 3 2 2 2 2 1 0 
, , -! • -н Н Ь Н • — Н Ь Н Ь - 4 - Н Ь Н Н Ь 

4 4 4 4 5 2 2 2 2 3 1 0 
2 2 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 

строка разностей точно такая же, только здесь У " уже ис
чезла. Видимъ что Функщй V., IV., III. и II. должны меж
ду с и Ь исчезнуть по разу, /' и f ° по два раза. Посмо-
тримъ въ какомъ порядкь онъ будутъ уничтожаться одна 
посль другой; а этотъ порядокъ должепъ быть таковъ, 
чтобы всв Функщй своимъ нсчезашемъ унесли только две 
перемЬны, и чтобы въ новой строке, следующей тотчасъ 
после исчезашя, были точно тъже знаки, какъ въ строке (й). 



VIII. Be* случаи неявнаго исчезашя среднихъ 
функцш могутъ быть сведены на два слъдутошде: 

0. I. п. 
(а). 

2 1 0 

2 1 

0. 
( « ) • • • * 

В. 2 1 

(*)---

1. п. 

0 2 1 0 . 
Разсмотримъ тоть и другой особенно: въ А уни-

чтожешс можеть произойти двоякимъ образомъ: 
начиная с ъ / * : или начиная съ У': 
(а). . .-*- (- (а)... н н 
(«) . . . 0 1_ 0 
( > а)...— — н - (3) . . . ч - ч - ч -

• » • • • — 0 -г 
(/3)... 0 _i—| 
(Ь) ... 1—н 

Легко убедиться, что это исчезате можеть произойти 
только двумя следующими порядками: или прежде всехъ 
иачнетъ исчезать У", или исчезаше начнется га/'; дру-
пя Функцш немогутъ начать исчезайте, иначе прпдемъ къ 
нелепости. 

Когда прежде всехъ исчезнетъ f"\ и потом-ь / " : 
0. I. п. ш. VI. v. VI. 

(>с) Ч-* Ч- — — •+• — Ч-
(<Г) . . . ч - н - — 0 -н — ч -

ч - ч - — ч~ ч - — н-
te) ч- 0 ч - Ч- — ч • 
(>е) ни и- ни 1 • • I- — ч-
( / ) Ч- Ч ни и - 0 — ч -
(;>/) Ч- Ч* ч - ч - — — ч -
(й) ни ни ни ч- — О ни 
(Ь) Ч Н НИ Ни НИ' — Ч- -Ги 
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Въ первомъ случав /° будетъ иметь два корня, 
f одинъ, и своимъ исчезашемъ не унесеть ни одной 
перемены. 

Когда исчезаше начнется cbf: 
0. I. И. ш. IV. V. Vb 

. . . н - • + • 

0 
— - н — ч~ 

— — — — ч -
0 

' • • 

0 
ч - ч -

. . . • • • 1 

0 
ч ч ч -

0 
- н н - ч - Ч--

нь чь* ч~ н - — ч~ 
0 

нн - н 1- т-
0 

* ч> 

ч - - ь • 

0 
ч -

ч - чн — 4V- ч -

Напротив*, еслн допустим*, что прежде всехъ уничтожится 
V., то IV. будетъ имъть съ нею одинаковый знакъ и никогда 
пе упичтожится между >с и Ъ, тогда, какъ по строк* раз
ностей она им*етъ одинъ корень ; и такъ это не годится. 

Если бы ничтожилась прежде всЬхъ IV., то f и f 
получили бы только по о^пому корню, а у нихъ должпо 
быть по два; да кроме того и последняя строка была бы 
не одинакова съ (Ъ). 

Фуикпдя II. не можетъ начать уничтожены, потому 
что у нее одинаковый знакъ съ производною. 

И такъ уничтожеше можетъ начаться: или съ У", или 
съ_/"'. Въ первомъ случае f" своимъ исчезашемъ, при 
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Во второмъ случа*, когда исчезате начнется сь 
она уничтожась разъ, унесетъ об* переагвны н 

f° не достанетъ двухъ корней. 
Въ (В) исчезайте можетъ произойти тоже двоякимъ 

образомъ: 
начинаясь съ f°: начинаясь съ f: 
(а) • • • -I (а) • • • 1- — 
(а) О О 

-+- н (Ь) 
(у).... О 

и 
(fi) . . . о 

(*) • 
Въ первомъ случа* опять вс* корни будутъ ве

щественные. 
Во второмъ, f° будетъ им*ть два мнимые, потому 

что / ' , которой см*жныя съ одинаковымъ знакомь, 
исчезашемъ своимъ уносить дв* перем*ны. За-
мътимъ, что въ обоихъ случаяхъ А и В, / " не-

х — е, уносить дв* перемены, оттого что смежныя къ 
пей, / " ' и / ' обе съ -+-; и поэтому ни f ни f не мо
гутъ уничтожиться; у каждой неЪоспшетъ по два корня. 

• Во второмъ случае, корни всехъ Функцш будутъ веще
ственные и строка разностей удовлетворится. 

Однимъ словомъ, кагил бы две строки знаковъ (а) и (i) 
заданы ни были, во всякомъ случае знаки развести мож
но только двоякимъ образомъ, т. е. или парные корпя 
выдуть мнимые, оттого что исчезаше средней Функцш 
увесетъ пару переменъ, или все корни будутъ веще
ственные, когда исчезаше среднихъ «ункцш не унесетъ 
ни одной перемены. 

8 
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наглеть ни одного корня, какъ показываетъ строка 
разностей 

2 1 0 . 
Теперь можемъ вообще найти признаки: когда 

неявное исчезаше среднихъ Функщй уносить и ко
гда не уносить ни одной перемены. 

Всего проще это объясняется чертежемъ. 
Пусть данная Функщя 

у—Лх) 
представляетъ ординаты кривой (черт. 1 и 2) трп, 
когда переменной х будемъ давать разныя величи
ны по оси абциссъ оХ. Пределы а и Ъ суть аб-
циссы оа и оЪ. Кривая трп въ промежутке ah не-
идгВетъ точки изгиба, потому что величина абцис-
сы, отвечающая каждой точке изгиба, именно д*-
лаетъ 

/"(х) = 0, 
а въ обоихъ нашихъ примерахъ этого нетъ; стало-
быть въ кривой трп нЬтъ изгибовъ; и какъ вели
чина f"[x) (въ случае А) положительная для обоихъ 
концевъ, то явно, что та кривая имеетъ точно та
кой видь какъ на чертеже: она повсюду выпукла, 
и выпуклость ея обращена къ оси абциссъ. Въ 
некоторой точке р этой дуги, касательная параллель
на оси абциссъ. Тангенсъ утла ихъ наклонешя, 
выражаемый f\x), будетъ нуль, т. е. въ точке р 

Д*) = о. 
Въ кривой трп только одна такая точка и есть, 

гд* наклонеюе нуль; сталобыть fix) имеетъ только 
одинъ корень. Прибавимъ еще, что крайни ерди-
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наты и f(b) обе положительный, слъдств. черт. 
1 и 2, точно выражаютъ такую кривую. 

Въ первой есть две точки пересечешя а и /3; 
абциссы оа и о/З даютъ величины двухъ веществен
ныхъ корней. Во второй, которая не доходить до 
оси абциссъ, нътъ точекъ пересъчешя, недостаетъ 
обоихъ искомыхъ корней: они мнимые. 

Теперь дело въ томъ, какъ узнавать, который 
изъ чертежей выражаетъ данную Функцгю между 
пределами а и Ь. 

Вопросъ легко решится, если знаемъ точную ве
личину у абциссы оу, отвечающей точке р, гд* 
касательная параллельна оси; стоить только по
ставить эту величину у въ въ f(x) и смотреть на 
знакъ ея. Если знакъ /(у) противень знаку f(a) и 
У(й), есть две точки пересечения: корни веще
ственные, и оба отделятся отъ постановлешя вели
чины х ~ у, или близкой къ ней. 

Ежели знакъ J (у) одинаковъ съ знакомь /{а) и 
нетъ двухъ точекъ пересечешя, корни мнимые. 

Этоже самое услов1е можно выразить еще такъ: 
въ чертеже 2, цроведемъ изъ тп и л две касатель-
ныя до пересечешя съ осью въ Ы и У; возставимъ 
ординаты а'тп', Уть'; изъ тп! и п\ опять касатель-
выя; черезъ несколько такихъ пр1емовъ касатель-
ныя выдуть за свои пределы и разстояше отъ ор
динаты до точки пересечешя касательной, т. е. 
подкасательная, будетъ больше разности между пре
делами. Это, когда кривая не доходить до оси 
абциссъ. 

Напротивъ, когда кривая имеетъ две точки пере
сечешя между а и Ъ, какъ въ черт. 1 , этого нл-

8» 
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когда не будетъ: каждая изъ подкасательныхъ аа!, 
а'а" и проч. выдетъ меньше аЪ, а'У и проч. тоже и 
съ другаго конца, подкасательныя ЪУ, У У и проч 
меньше Ъа, У of и проч. 

Возмемъ въ этомъ же чертеже сумму двухъ под
касательныхъ аа' и ЪУ, и необращая внимашя на 
ихъ знаки, т. е. принявъ каждую съ -+-, найдемъ, что 
ихъ сумма меньше разности между пределами 

аа1 -л-ЪУ <аЬ<Ъ — а (2) 

точно тоже и обо всехъ слвдующихъ подкасатель
ныхъ : сумма ихъ всегда меньше разности между 
ихъ пределами а'У, а"У и проч. 

Но известно, что подкасательнаа 

W---J'' 

ЛЬ) 

Л*) 

Необращая внимантя на ихъ знаки, возмемъ сумму, 
и по (2) получимъ 

Если это условхе не существуетъ, т. е. когда сумма 
подкасательныхъ равна или больше разности пре-
двловъ Ъ — а , значить неявное исчезаше начинает
ся съ / ' , и она уносить обе перемены. 

Чертежъ 1 и 2 представляете случай А, т. е. ко
гда f{a) и /\У) обе съ чь. 
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Случай В, когда f(a) и fib) об* съ —, выразится 
черт. 3 и 4, къ которымъ приложимъ точно тъже 
разсуждетя, и найдеыъ тоже самое услогяе (3). 

Въ обоихъ случаяхъ, поставя вместо а и b чис-
ленныя величины, мы заключимъ, что оба корня 
f° мнимые, если сумма подкасательньгхъ больше 
или равна разности предвловъ {Ъ — а). Если же она 
меньше, тогда надо взять промежуточную величину 
у такую : а<у <Ь 
и подставить въ fix); когда пара корней ея разо
бьется, дело кончено, корни отделены; если же вся 
пара останется по ту или другую сторону у, опять 
приложимъ правило подкасательныхъ (3), и про-
должаемъ это до тъхъ поръ: пока сумма подкаса
тельныхъ между новыми сближенными пределами 
будетъ больше или равна разности между этими 
пределами, и тогда явно, что корни мнимые; или 
пока пара корней не разобьется, и оба они отделятся. 

Случиться можетъ, что сумма подкасательныхъ 
меньше разности пределовъ, а корни при несколъ-
кихъ подразделешяхъ не разбиваются; это зна
чить что въ кривой три, точки а, /3 и у или очень 
близки между собою, или совместились, сталобыть 

а — Ъ — у, 
т. е. f°(x) и fix) имеютъ общаго множителя (р(х)" 

И такъ при первомъ удовлетворенга условио (3), 
не подставляя промежуточной величины, наиередъ 
надо посмотреть, нбтъ ли въ f(x) и f(x) общаго 
множителя <р(х); и ежели найдется, то корень урав
нешя ср(х) — 0, 
будеть искомый двойной корень f{x). 
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Въ этой теорем* Фурье, намъ понадобилось раз-
сматривать кривил ЛИШИ; И знать выражеше под
касательныхъ ; но тоже условн; (3) для мнимыхъ 
корней можемъ вывести аналитическим* образомъ. 

Припомнимъ напередъ доказанное въ теоремахъ 
VL и VII., где мы говорили о неявномъ исчезанш 
среднихъ функщй: если начальная Функщя меж
ду пределами а и Ъ имЬетъ два корня веществен
ные, то ея производная, между теми же пределами 
непременно имеетъ одинъ корень у, который больше 
малаго и меньше большаго изъ корней начальной 
функцш; и будемъ, какъ вначале этой VIII. теоре
мы, разсматривать те случаи, когда между преде
лами а и Ъ строка разностей есть следующая 

2, 1, О, 
т. е. когда вторая производная ие им*етъ ни одного 
корня. 

Пусть малый изъ корней f(x) *) 
a — a-t-z, 

т. е. /(ж) =/(<*-«-г)— 0. 
Но известно, (лекп, I.) что 

/(а нь z) =*Да) нь zf'[a нь вг) — 0, 
будетъ 

= - -Л") Дачьв*) 

*) Здесь разсматриваемъ случай А, когда /{а) н /(Ъ) обе по
ложительный 

(в) чь н 
(*). — + + + . 

Другой случай В точно также разсмотрнтся. 
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и корень 
- —л») 

а -+- вг < (а -ь z — а), слъд. и подавно 

а -+- (9г < у 

и потому н- вг) нулемъ быть неможетъ *). 

Мы видимъ что для величинъ х равныхъ и мень-
шихъ a, f i x ) съ —, то а представится такъ 

а = а ^ / 4 ^ щ « 
. —/(«) гдъ —... А .•• величина положительная; да и во /\a-i~oz) 

всякомъ случа* она положительная, потому, что 
если (В) у(ачндг) съ н-, то / (а ) будетъ съ —. И 
такъ ньтъ нужды обращать внимате на знаки /(а) 
и у (а -+- вг), а только яа численным ихъ величины. 

Но сей часъ напомнили, что численная величина 
f (х) отъ а до у уменьшается, и при xzzzy, 

слъдств. 
Л") s Л*) «ч 
/•*(«) Л * - * - " 

Изъ (4) и (5) имьемъ 

Положимъ теперь, что другой корень 

*) Этого не могли бы сказать, если бы /" между а и Ъ шсЬла 
одинъ корень. 

file:////a-i~oz
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p=zb — z 

z величина положительная; будетъ 

f(b - s) -ЛЬ) - z f ( b - 6 z ) = 0, 

• _ ЛЬ) 
откуда- г - Л 6 _ 0 2 ) 

Ъ—вг < Ъ; численная величина f{x) отъ у до J уве
личивается, то 

f(b)>f{b-ez), 

Изъ (7) и (8) имеемъ 

Сравнивъ (G) и (9), и заметя, что /3>а, найдемъ 

/ W Л») 

откуда т^т<ъ_а ( 1 0 ) 

Условие тоже, что и (3). 
Если сумма подкасательныхъ больше или равна 

разности предвловъ, пара корней f \ x ) мнимая, т. е. 
неявное исчезаше средней Функцш уносить две пе
ремены. 

Если сумма подкасательныхъ лт/ьше разности 
предъловъ, надобно дальше подразделять пределы, 
удостоверясь напередъ что въ f ( x ) и f ' ( x ) нвтъ об
щаго множителя, пока, или услов1е (10) нарушится, 
или пара корней разобьется. 
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Л Е К Ц I Я VII. 

ОтЪ/ълете корней. 
(Продолжение.) 

Теперь легко понять способъ Фурье, который 
состоитъ въ слъдующемъ: беремъ всъ производныя 
той Функщй, которой корни хотимъ отделить, пи-
шемъ вс* ихъ въ рядъ, подобный (1) (лекц. V.) под-
ставляемъ въ него каыя угодно числа, находимъ 
столько же строкъ знаковъ; между каждыми двумя 
изъ нихъ составимъ извъстнымъ образомъ особыя 
строки разностей (лекц. V. -—• IV.), которыя сей 
часъ покажутъ, сколько корней f° должно искать 
между каждыми двумя числами; наконецъ явное или 
неявное исчезаше среднихъ Функцш, дастъ число 
недостающихъ корней; все остальные будутъ веще
ственные. 

И такъ здесь должно разсмотреть два обстоятель
ства: собственно отделеше корней, и признака ве
щественныхъ н мнимыхъ корней. 
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А. Собственно отдтьленге корней. 

Если вместо х поставимъ во весь рядъ Функ
цш, — со, потомъ чь со, то вопервыхъ, числен
ная величина старшаго члена въ каждой Функ
цш, выдетъ больше суммы остальныхъ ея членовъ 
(лекц. L); во вторыхъ: отъ х ~ — со всв Функцш, 
которыхъ старппе члены четныхъ степеней, будутъ 
съ чь; всв Функцга нечетныхъ степеней будутъ съ 
—, кроме У», которая всегда съ + ; но отъ поста-
новленхя х ~ со, и четныя и нечетныя, все съ 
-+-. Написавши эти дв* строки зпаковъ, полагая что 
степень fix) четная *) 

0. ь п. ш. TV. п - 2 « - 1 » 
( оо ) • • - ч - I- |_. . . I - -+-
( - + - с с ) - - . ч 1 1 « 1-- • • -+• ч -

увидимъ, что въ первой строке, (•—со), все пере
мены знаковъ; во второй строке, (чьсо), все по
стоянства. 

Но въ строкахъ (— со) и (чьсо) столько зна
ковъ, сколько въ ряду (1) членовъ, т. е. п ч - 1; 
число промежутковъ между ими — л> то во всякомъ 
ряду произв. Функцш, постановлеше х ~ — со даетъ 
тг переменъ знаковъ; постановлеше х~-*-со даетъ 
71 постоянствъ. 

Всегда можно найти тактя две конечныя вели
чины а и Ь, где а<Ь, что отъ постановления х—а 
во вс* Функцш ряда (1), получится точно такая же 

*) Если степень n,f{x) нечетпая, то верхняя строка знаковъ 
начнется сь —, но заключения будутъ гвже. 
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строка (а) перемт.нъ, какъ и отъ х zzz—-со; отъ 
постановления х — Ь получится строка (Ь) посто-
янствъ, такая же какъ отъ х — -+-сс, т. е. можно 
найти такхя двъ величины а и Ъ, что xzzza дастъ 
п перемвнъ, xzzz Ъ дастъ л постоянствъ; и тогда 
отъ постановлешя величинъ между —оо и а; всъ 
новыя строки будутъ совершенно одинаковы съ 
строками (•— со ) и (а); оть постановлешя какихъ 
угодно величинъ между j и + « , вен новыя стро
ки будутъ таыя какъ (#) и ( ч - со ) *). 

Всъ корни f(x~j будутъ заключаться между а и Ъ, 
тутъ должно ихъ искать. 

*) Пояснимъ это примером*: 
Пусть дана: f{.x) = ж5 ч- Ъс* — Ъх-Ь % 

ея производныя: / \ х ) =. Ъх% Ч - hx — 3 
f'(x) + 4 
f"(x) = 6. 

Поставя вместо х : —оо; —10; ч-10; -t~ со получимъ 
четыре строки знаковъ: 

( — со) — ч 1- } тоже число 
( — 10) — ч- н j переменъ. 
(• I-10) -I—I- -I- - I - J тоже число 
( Ч - 0 0 ) Ч - Ч \~ Ч - j ПОСТОЯНСТВЪ. 

Отъ обоихъ постановлепш: — ос и-+-оо, — Юн ч- 10, 
уносятся три перемены. Между — 10 н -+-10 можемъ 
искать трехъ корней; ихъ н*ть ни между — оо и —10, ни 
между ч-10 п н- оо; но подставя — 3 и 4 - 1 , получимъ 

( — 3) 1 Ч - ) тъже самыя 
(1) -1 - Ч — н + строки. 

Bora пределы еще ближе: три корня оказываются меж
ду — 3 и 1. 
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Отсюда прямо заключаем*, что всякая промежу
точная величина Ы, такая: 

а<а!<Ъ 
даетъ строку (а') или подобную (а), или такую какъ 
(Ъ) (см. примерь), или наконец* строка (а') будетъ 
не сходна ни съ той ни съ другою; тогда въ ней 
будетъ меньше перемен* нежели въ (а) и больше 
ч*мъ въ (Ь). 

Какъ велика разность между числомъ переменъ 
въ строкахъ (а) и (в/), столько корней fix) надо ис
кать межДу а и а'. 

Сколько исчезнетъ перемен* между строками (а') 
и (£) столько корней f(x) надо искать между «' и 
Ъ [лекц. V. — (IV.)]. 

Точно также скажемъ о новых* промежуточных* 
величинахъ а и а" такихъ: 

а<а<а! <а" <Ъ. 

Всегда можемъ выбрать 

а, а', а", а'" • • • • 
постепенно возрастаюпгш отъ а до Ъ ташя, что не
сколько переменъ уносится между строками (Й) и 
(а), несколько ихъ исчезаетъ между (а) и (а'), меж
ду [а!) и (а") и т. д. Легко доказать, что сколько 
бы промежуточныхъ величинъ между а и Ъ мы ни 
поставили, переменъ исчезнетъ столько, сколько 
въ уравненш корней, т. е. п. 

Положимъ что число переменъ въ строке 
(а) , =п°, п?<п 
[af). =тг\ п' <п° 
{et"). z=zn", п"<п' 
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(a»—1), — ni—Ч, 1 < n»—* 

(a s), г=тг% ri<ni—1 

въ строке (3), = 0 : 

мы доказали что подстановлеше 

а, уноситъ число переменъ v0 ~п — п° 
а', „ „ „ vt =п°—п' 
а", „ „ „ i>, —ri—п" 

«% » г> я =/г^- 1—/г»" 
3, „ „ „ vi+i= п*—0. 

Сложивши все это, найдемъ, что сумма всехъ 
перемънъ, унесенныхь всеми строками, 

v0 -+- vz и- г>3 -ь • • ~ /г. 
И такъ видимъ, что собственно отдъленхе корней 

по способу Фурье не составляете ни малейшей труд
ности: для этого нужно: 

1) Найти крайше пределы а и Ъ таме, чтобъ (а) 
давало п перемънъ, (й) давало п постоянствъ. 

2) Подставлять вместо х во весь рядъ производ-
ныхъ Функщй промежуточныя величины а, а!, а", 
а'".... такъ, чтобъ число я переменъ разбилось на 
несколько друтихъ менынихъ чнселъ v0, vx, v J . . . ^ J - H i 

3) Постановлеше xzzzO отдгьлитъ корни положи-
.тельные отъ корней отрицательныхь: разность въ 
числе переменъ между строками (— со) и (0), пока-
жетъ пределъ числа отрицательныхь корней; раз
ность между числомъ переменъ въ строкахъ (0) и 
( ч - со ) дастъ предьлъ числа положительных* кор
ней. 
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4) Съ каждымъ чисдомъ переменъ, напр. va между 
пределами а и а, поступать точно также, какъ сей 
часъ поступали съ числомъ п между а и Ъ и т. д. 
пока числа va, vt разобьются на друпя 
еще менышя числа. 

Если успъемъ разбить всё числа на единицы, от
дълеше корней кончено; мы будемъ знать между 
какими пределами каждый корень заключается. 

Это не всегда возможно; за то всегда можемъ 
отделить несколько ихъ попарно между двумя чи
слами; остальные по одному. 

В. Признаки вещественпыхъ и лтилтхъ корней. 

1) Те изъ величинъ а, а', а". . . между которыми 
точно исчезаете начальная Функщя fix), будутъ 
пределами вещестеенныхъ корней. 

Те величины, между которыми явное или неяв
ное исчезаше среднихъ Функщй уносить несколько 
иеременъ, будутъ пределами корней недостающих?, 
въ fix), мнимыхъ. 

2) Ежели между двумя числами в н е / исчезаетъ 
только одна перемена, то между ими есть вещест
венный корень, отъ котораго уничтожается именно 
крайняя f{x); потому что исчезайте среднихъ Функ
щй всегда уносить, парное число переменъ знаковъ. 
(Лекц. V. и VI., теор. V., VI. и VII.) 

Вообще если между двумя числами уносится не
четное число переменъ, то наверное между теми 
пределами есть хотя одинъ вещественный корень. 
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Всякое Алгебрическое уравнеше съ вещественны
ми коэФИщентами несетной степени, имеетъ по 
меньшой мере одинъ корень вещественный. 

5) Если между а п Ъ найдется одно или несколь
ко разныхъ чиселъ такихъ, что отъ постановления 
ихъ въ рядъ (1) послъдуетъ явное уничтожеше одной 
или нъсколькихъ среднихъ Функцш, мы сей часъ 
сосчитаемъ (лекц. V. теор. V.) сколько паръ унесуть 
они переменъ знаковъ; пусть это число паръ будетъ 
о, заключимъ, что начальная Функщя f[x) имеетъ 
непременно 2о корней мнимыхъ; а можеть иметь 
ихъ еще больше, отъ неявного уничтожешя среднихъ 
функщй. 

Вообще при явномъ уничтоженш среднихъ Функ
цш все пары мнимыхъ корней оказываются между 
пределами а—ы и а-+-ы, бесконечно близкими (V.). 

4) Что касается до неявнаго уничтожешя сред
нихъ Функцш, то написавъ известнымъ образомъ 
(лекц. V. теор. IV.) строку разностей, пойдемъ въ 
ней отъ левой руки къ правой до первой едишщы, 
впереди которой 2, позади 0 *) такимъ образомъ 

2, 1, 0 

*) Если же после первой 1 следует* не пуль, а другая еди-
дишща, или несколько ихъ, значить пределы не довольно 
еще сближены, чтобъ можно было приложить способъ 
подкасательныхъ. 

Примерь этого видели стран. 95 въ примеч. 1 къ та
блице (3). Тамъ, между пределами а п Ь" строка разно
стей вышла 

3 3 9 1 1 1 1 0, 
къ которой нельзя еще приложить способъ иодкасатель-
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и по способу подкасательныхъ, подставимъ въ Фор
мулу i(10) (лекц. VI. -— теор. VIII.) численныя ве
личины Функцш, отвечающих* цыфрамъ 2 и 1; ес
ли сумма подкасательныхъ больше разности между 
пределами а' — а, значитъ два корня указанные 
цыФрою 2, мнимые; поэтому и во веьхъ Функ-
пДяхъ, до У° включительно, теорем. VII., будетъ по 
два корня мнимыхъ. Потомъ цыФру 2 вычтемъ изъ 
всей строки разностей; съ новой строкою поступимъ 
точно также и т. д. 

Но если по Формул* (10) выдетъ сумма подкаса
тельныхъ меньше разности пределовъ, тогда, удо-
стоверясь напередъ что въ среднихъ Функщяхъ, 
отвечающих* цыФрамъ 2 и 1, нетъ общаго множи
теля *), надобно тюдраздтълить пределы, т. е. между 

иыхъ; по когда вставили промежуточное число 6', полу
чили новую строку разностей 

2 2 1 0 0 0 0 
въ которой, идучи отъ левой руки къ правой до первой 
1, паходимъ уже после нее 0. Тутъ правило подкасатель
ныхъ имеетъ место. 

*) Но когда общш множитель у нихъ есть, положим* <p(x), 
и въ тоже время строка разностей идетъ въ прогрессии 
натуральных* чиселъ до самойу°, наприм. такъ: 

0. I . п. ш. IV. v. VI. V H . . . . 

6 5 4 3 2 1 0 0 
то может* случиться, что f° имъеть шесть корней равныхъ, 
и именно когда ф(х) есть общш множитель всех* Функ
цш отъ V. до пулевой; или когда корень 

9>И = о» 
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а и о' вставить среднюю величину а", такую: 

а<а"< а!. 

Если строка (а") будет* одинакова съ которою ли
бо изъ прежнихъ строкъ, положимъ съ (а'), тогда 
искомыя пары корней окажутся между двумя, еще 
более сближенными пределами а и а". Опять при-
ложимъ правило подкасательныхъ; если и теперь 
сумма подкасательныхъ меньше разности новъгхъ 
предъловъ, то еще подразделим* пределы, вставя 
между ими а'", такую: 

а<а"'<«" и т. д. 
Можеть, и очень часто, случиться, что по которую 

обращает* все те Функцш въ нуль. (Лекц. У. — теор 
Y. — с.) И такъ способъ Фурье, не только не требует* 
предварительнаго отдвлешл равных* корней, но еще об
легчает* работу, какъ въ этом* примере: нет* нужды 
искать общаго множителя f° и высоких* степеней; 
мы найдем* его, когда он* есть, между fvr и /* , гораздо 
низших* степеней. 

Но если функщй IV. и V. имеют* общаго множителя 
ф(х), а строка разностей идет* не въ прогрессш чисел*, 
наприм. так*: 

0. I. п. ш. iv . v. VI. . . . 

5 4 3 2 2 1 0 . . . . 
тогда Функцш IV. я V. исчезашемъ своим* при величине 
х, удовлетворяющей 

непременно унесут* несколько перемен*, (лево, V. — 
теорем. V., а и Ь) н судя по знакам* у см*яшых* къ 
"вжц иаДдеагь сколько, • заключен*, «го ю/°§ между rt-
мв пределами, такое «всю йеДоста*** корми. 
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нибудь сторону а!" исчезнетъ нечетное число пере
менъ, значить, пара корней разобьется, и ОТДЕ
ЛИТСЯ одинъ веществе нный корень по одну сторо
ну, другой по другую сторону а'". 

Если же напротивъ, строка £aw) будетъ одинакова 
наприм. съ (а"), то пара корней останется между a 
и пределами еще более тесными. 

Въ большей части случаевъ, после в*сколькихъ 
подразделешй, корни или окажутся мнимыми или 
разобьются; однако случается, два корня такъ 
между собою близки, что несмотря на утомитель
ное подразделение не разбиваются. Способъ отделе
ния такихъ близкихъ корней покажемъ после. 

Все это пояснимъ теперь примерами: 
Пусть 

f\x) = — 2л;3
 Н Ь 8х* — Ъх— 2 

производный: 
fix) — 4л;3 — 6х* НЬ- 16х — 3 
f"{x)=z 12л;* — 12л; Н Ь 16 

/"'(x)=z^x — 1 2 
/>•(*)— 24 

(— оо) НИ — И н 
{— 1 ) - I 1- — I -

(0) НЬ- — 

(1) I Н И - - ! ( -

(НЬ оо) - 1 - I I V НЬ-. 

Между — 1 и — со нетъ корней, потому что въ 
строкахъ ихъ тбже самь'ге знаки. 

Между 1 и НЬ- оо тоже Н Е Т Ъ корней. 
Следств. все корни заключаются между - 4- и 

НЬ- 1. 
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Въ строк* (•—1) четыре перемены знаковъ; въ 
строке (0) только три, одна унесена; между 0 и 
— 1 есть одинъ отрицательный веществен, корень, 
(В. 2). Далье, въ строке (0) три перемены, въ 
строке (1) ни одной; вс* три исчезли; между 
О и 1 три корня; одинъ изъ нихъ наверное веще
ственный ; подставимъ xt=z±, и перепишемъ строки 
(0) и (1), будетъ 0. I. ц. m. iv. 

(0) — — 1-
( < Л ) . - . . . Н Ч- — 

(-"-) . . . _ - + - 0 -+-
( > т ) — н- - ь -Ь г»-
(1) I I -1 1—н 

Въ строке ( I ) , f"(Jf) •> обращается въ нуль; до ея 
исчезашя въ строке (<-£-) три перемены; въ стро
ке (0) тоже три: значить, между O a f нетъ корней. 

Въ строке ( < ~) три перемены; въ строке ( > -f) 
одна перемена; унесено ихъ две; поэтому пара кор
ней оказывается между пределами < 7 и >-f, без-
конечно близкими; оба мнимые. (В. 5.) 

Въ строке (> т) одна перемена; въ (1) ни одной, 
одинъ вещественный корень положительный заклю
чается между 7 и 1. 

И такъ наше уравнеше имеетъ два корня мнимые 
и два вещественные: одинъ положительный, другой 
отрицательньш. 

Пусть 
f(x) — xb-ь- 4л:5 — 12л; ач-8я: — 4 
f\x) — kxb\Чх* — 24.г -+-8 
f"(x) =zl9x* ч~ Пх — 24 
f"{x) = 2 4 * 24 ; 
f"(x)— 24. 
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0. n. m. iv. 

0 

—- 0 -I—н + 

10). 

( 0 ) . . . . 
« * ) • • 
(* ) • • • • 
( > * ) • • 
(10) . . . 

Въ строк* (— 10) четыре перемены; въ строк* 
(0) три перемыты: между 0 и — 10 одинъ вещест
венный отрицательный корень. Между 0 и 10 
три корня: изъ нихъ одинъ непременно веществен
ный; про остальные два ничего не знаемь. Соста-
вимъ строку разностей 

0. г. и. m. iv. 
(0). 

3 2 
О 4 ) ~ 

1 

1 0 0 
4- »- I 1 
0 0 0 0 

S 9 1 0 0 
Правило подкасательныхъ имъетъ место; (В. 4), 
здесь а — 0; Ъ — 1; 

Ж - ». Л*) - . . 
/"{а) - /"(6) - "* 

и какъ < 1 — 0, 
то надо подразделить пределы, и будетъ 

0. • . . — нь —— -нь нь 

Здесь а ~ 0; Ъ~\\ 

1 1 1 0 0 
9 1 0 0 0 
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/'(а) - » ~ ' 
Одна изъ подкасательныхъ равна разности пред*-
ловъ \ — 0. 

Сталобыть оба корня мнимые. 
5) Если въ уравненш не достаетъ несколько чле

новъ сряду, то смотря но знакамъ смежныхъ съ 
ними членовъ, число мннмыхъ корней определится 
[теор. V. (лек. V.)] точно также, какъ определяли 
ихъ по числу уничтожающихся сряду среднихъ Функ
щй, съ темь же условхемъ здесь, какъ и тамъ, что 
кроме этихъ мнимыхъ корней, могутъ быть и дру-
rie, происходящее отъ неявнаго уничтожешя среднихъ 
фуНКЩЙ. 

Возмемъ частный примерь 
fix) — д:5 нь 2д?5 — х нь 3; 

можно написать такъ: 
/{х) — хъ -+-0-д; 4-1- 2л:3 н-О-л;» — дгнн 3. 

Здесь члены смежные къ недостающему л; 4, оба 
съ темь же знакомь а смежные къ д: 3, съ раз
ными знаками. 

Напишемъ все Функцш 

f{x) = хъ ь 2д;3 - - х \ 2 
f[x) = 5 х 4 нь 6ага — 1 
f"{x) = 20.r s нь 12д; 
f"(x)=60x*-*~\2 
ff(x) = 120л: 
f(x) = 1 9 0 . 

Поде та вя л; ~ 0, получимъ 
0. I. п. та. iv. т. 

(0) н) 0 нь 0 нь 
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При х~0 уничтожаются ДВЕ партга Функцш, въ 
каждой партш по одной Функцш. Посмотримъ сколь
ко каждая изъ нихъ уносить перемънъ. 

Смвжныя съ У , г(0) = 0, об* съ (какъ и члены 
нашего уравнешя ж 5 и Эяг3, оба съ -+-), сталобыть она 
уносить перем*нъ единицею больше (теор. V. й), т. е. 
1-+-1 дв*. Поэтому f{x) им*етъ два корня мнимые. 

Напротивъ f'{x) хотя тоже исчёзаетъ, но смеж
ныя съ ней, одна съ -+-, другая съ —, (какъ и 
члены нашего уравнешя, -+- 2л;3 и — х , смежные 
съ 0-х*) то ея исчезаше уносить перемънъ едини
цею меньше, т. е. 

1—1 = 0, 
ничего не уносить. 

Чтобъ отделить вещественные корни, когда они 
есть, пишемъ сл*дующгя строки: 
(—1)««« н — -I- — i [ одинъ корень веществ. 
( < 0 ) ' . - н н о т Р и ц а т е л ь н ы и -

/ два корня мнимые. 
( > 0) • • • -» 1 1 1 н) ( 
(1) -+- н - , ( д в а К ° Р Н Я -
и видимъ, что между 0 и — 1 исчёзаетъ Одна пе
ремена, есть одинъ корень вещественный отрица
тельный. Между 0 и 1 два корня, но не знаем ь 
каше; пишемъ строку разностей 

(>.0) • • н 1—i—I н 
2 1 0 0 0 0 

(1) t I -t 1 1— -i-

2 1 0- • 
правило подкасательныхъ имеетъ м*сто; 

оба корня мнимые. 
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Возмемъ еще примвръ. 
f(x) ~ хй-— 2л: *-•--•] 
f{x) ~ 5.x4 — 8 л 5 

fix) — 90л:5 — 24.г» 
f"(x)= 60х* — 4Sx 
fix) — 120* — 48 
f(x) — 120 

Вставя x zzz 0, получимъ 
(0) О О О 1-. 

ЗДЕСЬ уничтожаются три Функцга сряду; въ fix) 
столько же сряду недостаетъ членовъ 

О-* 3 , О-* 3 , О-*; 
въ строкъ (0) смъжныя Функцш, fix) и flY(x), об* 
съ —; въ уравненш члены смежные къ недостаю-
щнмъ оба съ —•. Это и всегда такъ. 

По теор. V. Ъ', (лекц. V.) эти три Функцш, исче
зающая сряду, уносятъ единицею больше своего 
числа 3 + 1 
или двъ пары перемънъ. 

Заключаемъ, что предложенная ФУНКЩЯ имъетъ 
четыре корня мнимые и одинъ вещественный, ко
торый легко отдълимъ въ слъдующихъ строкахъ: 

/° f Г- f" f 7 V 

( > 0 ) — -+-
(1) — -— — -»- -+- -*-
(2) — -+- -f- -#- » * 
(3) -*•- -4- *-- -I- i Л . 

Здъсь прежде нежели исчезла f, исчезли всъ м.гад-
штя Функцш, начиная оть fr. Этоже тЬгдълй .№кц. 
V., теорем; IV. Корень между 2 * 3 . ' " ' " 
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И вообще въ уравненш двучленном* 
х™ -+-ат ~ 0; 

ИЛИ Хт -+• а, Х'п — 1 НЬ- От — 0 
въ которомъ недостаетъ нескольких* членовъ сряду: 
помошДю теоремы V. лекц. V. легко сосчитаемъ число 
недостающих* корней. 

Въ самомъ деле, написав* рядъ производныхъ 
для перваго: 

/° — х'» - I - ат 

f — тхт — \ 
/" — т(т— \)х™ — * 

/ Ь —1 — т(т — 1) (• • .)[т — (т — Щх 
jm — 1. о. 3 т. 

Видимъ, что отъ постановления х — 0, вс* средшя 
функщй обратятся въ нуль, и да дуть слвдую1щя 
строки, когда то четное и членъ от положительный: 

0. Т. ,П т — %т — %т — 1, т. 

(<0 ) - •••-+- §- —- нь- — -+ 
(0) -+-ат 0 0 0 0 0 нь-
( > 0) • • • • - I - нь- нь нь- нь нь нь 

Въ строк* ( < 0) все перемены, въ (> 0) все по
стоянства знаковъ, всп> корни лтилале. 

Когда то четное и ат отрицательное, въ двучлен
ном* уравненш окажется то — 2 корня между пре
делами < 0 и > 0 безконечно близкими. И только 
два будетъ вещественных*: одинъ между —со и 0, 
другой между 0 и нь со. При то нечетномъ всегда 
будетъ одинъ корень вещественный, а прочде все 
инимыя. 
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Что касается до уравненш вида 
хт - t - а ххт - 1 + а т = 0 

въ которыхъ недостаетъ многихъ членовъ сряду, то 
посредствомъ той же теоремы легко сосчитаемъ чи
сло недостающихъ корней. Именно: 

Когда между двумя уцълъвшими, недостаетъ 2т»-+-1 
членовъ, то число мнимыхъ корней отъ одной этой 
причины будетъ: или In, когда смъжныя съ исче
знувшими имъютъ разные знаки, или 2л-+-2, когда 
у смежныхъ одинаковые знаки. Когда же недостаетъ 
'in членовъ, то въ обоихъ случаяхъ число мнимыхъ 
корней будетъ Чп. 



— 138 — 

Л Е К Ц 1 Я VIII . 

Отдплете корней. 
(Продолжеше.) 

Чтобы выказать еще больше простоту способа 
Фурье, возмемъ уравнете высокой степени*, иаприм. 
12-й, которое разомъ могло бы объяснить разные 
случаи, доселе встречавшиеся и требуюпие различ
ных^ пргемовъ. 

Пусть будетъ уравнете: 
0.) л 1 1 — 9х- 1 ч- 25х- ° — 17x9 — х8 — 47x7 ч- 53х»> 

Ч - 29Л;5 Г 19Х* _ 19а;5 — 19л;1 ч- Ъх нь 2. 

Возмемъ ея производный: 
I.) 12а;11 — 99х' 0 н- 250x9 — 153x8 — 8x7 _ 329x6 

ч~ 198x5 нь 1чЗх4 нь 76х5 — 57х= _ 38х ч- 5 
и.) 132х« • — 990x9 — 2250x8 — 1224x7 _ 56x6 _ 1974х'> 

I 990x4 ч- 580x5 чь 228х* — 11чх — 58 
ш.) 1520x9 _ 8910x8 ч- 18000x7 — 8568x6 _ ЗЗбх5 

— 9870x4 ч- 3960х5 ч- 1740х* ч- 456х — 114 
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iv.) 11880r8 — 71280л? ч- ] 26000*6 _ 5140&*5 — 1680л-* 
— 39480л5 ч- 11880л3 ч- 3480л ч~ 456. 

v.) 95040л-7 — 498960л6 ч- 756000x5 — 257040*4 
— 6720л5 — 118440л» ч- 23760л ч- 3480. 

vi.) 665280*6 — 2993760л5 -ь 3780000л* — 1028160л3 

— 20160л3 — 236880л - I - 23760. 
vu.) 3991680л5 _ 14968800л* 15120000лЗ — 3084480л3 

— 40320л — 236880. 
vu!.) 19958400л4 _ 59875200*3 45360000л3 — 6168960л 

— 40320. 
IX.) 7983360О*-3 — 179625600л3 ч- 90720000л — 6168960. 
х.) 239500800л3 — 359251200л ч- 90720000. 

XI.) 479001600л — 359251200. 
xii.) 479001600. 

Всъ отдълешя корней показаны въ приложенной 
таблиц*. 

1. Отдълеше. 
0. I. П. III. IV. V, VI. VU. VIII. IX. X. XI. XII. 

(— оо) и 1 1 1 i 1 1 
(— 1) ч -I 1 1 1 1 н 

12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 
(5) i -I- ч—|—|—|—1 ч—ь ч- ч—I—н 
(-+- оо) I 1 i 1- -1 1 1 1 I- Ч- Ч 1 1 

Отдтьлете шести корней между — 1 и 0. 

' 2. 
(—1) ч 1 1 1 1 • 

12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 
(О). ч—I — I - -'- -+* —- — — ч- ч-

6 6 5 S 4 4 4 3 5 5 2 1 0 
разности: _ 6 . 5 JS 4 Т .5 ' 1 О 
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3 . 
0. ь п. Ш. IV. т. VI. VII. ТШ. IX. X. XI. хп. 

(—1) . • HI 1- н — нь — нь — нь — ч-
13 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 

(—0.5). • . . н — чь — нь — нь — нь — ч-(—0.5). • 
11 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 

разности: 1 0 
4. 

(— 0.5) . к- — нь — нь — ч- — нь — ч-
11 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 

(0) . -4- нь — 1- нь нь — — — нь — чь 
6 6 5 5 4 4 4 3 3 3 .2 1 0 

разности: 5 5 5 4 4 3 2 2 1 0 
5. 

(— 0.5) . 1- — нь — нь — нь — нь — чь 
11 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 

(— 0.3) • ч- нь — — нь — НЬ — нь — нь — ч-
10 10 9 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 

разности: 1 1 1 0 
6. 

( 03). • 
10 10 9 9 8 7 6 5 4 3 2 1 t 

0 
(0) .ч—ь — — нь нь НЬ — — — чь — ч-

6 6 5 5 4 4 4 3 3 3 3 1 0 
разности: 4 4 4 4 4 3 2 2 1 0 

7. 
(—0.3) . 4 1 ь — — нь — ч- — -«-

10 10 9 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 
(— 0.1) .нь ч ь — нь — ! — — ч -

10 10 9 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 
0 0 0 

8. 
(-0.1) . + и .-! Ь — -*- — ч — ь — ч~ 

10 10 9 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 
(0) .нь ч — нь нь нь — — — -ь — ч-

разности: 4 4 4 4 4 3 2 2 1 0 
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Отдпленге шести корней лежЪу О и 5. 
9. 

0. I. IX. III. rv. V. VI. VII. vin. IX. X. XI. xn. 
(0) • 1—t- -л h. 1-

6 6 5 5 4 4 4 3 3 3 2 1 0 
(5) и—i- н—i—i—i—i н—i—н н—i- -н 

разности: 6 6 5 5 4 4 4 3 3 3 2 1 0 
10. 

(0). 

(3). 

(3) 

(5). 

(*)• 

6 6 5 5 4 4 4 3 3 3 2 1 0 
-I 1 1- Ч Й - Ц 1 1 H H -
2 S 1 1 0 

разности: 4 4 4 4 4 4 4 3 3 3 2 1 0 
11. 

2 2 1 1 0 

разности: 3 2 1 1 0 
12. 

2 1 1 0 

разности: 2 2 1 1 0 
13. 

(3). . 

(3.5). 
2 2 1 1 0 

1 1 1 1 0 
разности: X 1 0 0 0 

14. 
(3.5) i-

1 1 1 1 0 
(*) . . + . Ч - Ч - - - Н 

разности: 1 1 1 1 0 



— 142 -— 

0. j . ' т т . iv. V. V I . vn. V I I I . I X . X . X I . хп. 
15. 

(2). . 
3 3 3 3 3 3 

' 1 • ' 1 1 

2 2 1 1 1 
ч-
0 

чь 
0 

<&• • . ... - • нь 
2 

ч-
2 1 

— ч~ 
1 Q 

чь ч- ч- ч- - f ч- 1- •нГг-

разности: 1 1 2 2 3 
16. 

(0) чь _ ч— ч- — ч-
6 6 5 5 4 4 4 3 3 3 2 1 0 

(2). . 
3 3 3 3 5 3 

ч- ч-
2 2 1 1 1 

ч-
0 

ч -
0 

разности: 3 3 2 2 1 1 2 1 2 2 1 1 

(б). . ! 

17. 
(б). . ! . . чь 

6 
Чч 
6 5 

— ч-
5 4 

-4-
4 

ч- — 
4 5 3 5 

ч-
2 1 

ч~ 
0 

« 1 ) 
5 

ч-
4 5 3 5 3 

Ч- ч-
2 2 1 1 1 

ч-
0 0 

(1). . 0 0 — — -1 ь — — — ч-
(>1) .. |.. »чь чь (>1) 

разпости: 1 2 2 2 1 1 2 1 2 2 1 1 0. 

Подставимъ вместо х, —- 0 0 и -1- со; въ 1-мъ 
отдъленга видимъ, что отъ — оо получили все пе
ремены знаковъ; отъ чь оо, все постоянства. Точно 
тоже и отъ — 1 и 5. Строка разностей показы-
ваетъ, что f° имеетъ право на 12 корней, 1-я про
изводная, право на 11 корней и т. д. 

Теперь надо отделить положительные корни отъ 
отршигтелъныхь. Поставимъ во все Функцш, xzzzO. 
Отделеше 2 показывает*, что Отъ постановлешя 
нуля, Функцш принимают* другтаг знаки, и другое 
число переменъ. Вычтя число перемен* въ строк* 
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(0) изъ числа перемънъ (— 1), находим*, что XII., 
XI., X. и IX. производный Функцш не имътотъ пра
ва ни на одинъ корень между пределами — 1 и О. 
Но что VIII. имъеть право ни одинъ корень, VII. и 
VI. на два, V-я на три, IV. и III. на четыре, II. и 
I. на пять, f° имъеть право на шесть корней меж
ду — 1 и 0. Все ли они вещественные? это узна-
емъ после; а теперь говоримъ утвердительно, что 
въ уравненш оказывается шесть корней между — 1 
и 0; а другле шесть между О и 5. (См. отд. 9.) 

3) Займемся отдълешемъ корней, оказавшихся 
между — 1 и 0. 

Поставя ж — — 0.5, получаемъ въ строк* разно
стей 5 отдълешя, что вс* Функцш отъ XII. до I. 
включительно, отказались отъ всякаго права между 
пределами—1 и —0.5; только /°{х) удержала пра
во на одинъ корень, которьдаътг пользуется, пото
му, что видели (лекц. VI. — В. I.): если разность 
въ числ* перем*нъ между двумя пределами будетъ 
нечетная (В. — I.), то уравнеше непременно имеетъ 
тамъ одинъ корень вещественный. 

4) Удостоверясь, что одинъ отрицательный корень 
заключается между — 1 и — 0.5, мы теперь знаемъ, 
что остальные пять содержатся между — 0.5 и 0. 
Отдел еше 4. показывает*: что / ° действительно, 
между этими пределами удерживает* право на пять 
корней; и какъ это число нечетное, то заключаемъ 
что тамъ есть непременно еще одинъ веществен
ный; объ остальных* пока ничего не можемъ ска
зать. 

5 ) Надо ёЩе подразделить пределы, для этого меж- ! 

ду — 0.5 и 0 поставимь х zzz — 0.3. Отд влете 5. 
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показываете, что тоть вещественный корень, о су
ществовании котораго мы сей часъ удостоверились, 
заключается-между — 0.5 и —0.3. И такъ вотъ мы 
уже отделили два отрицательные корня: одинъ меж
ду — 1 и — 0.5 (отд. 3.), другой между — 0.5 и 
— 0.3. Это показываете намъ отдълеше 5. Мы мог
ли бы дальше подразделить пределы, и вставить 
— 0.2, и проч., но способъ подкасательныхъ сей 
часъ покажете, что изъ числа остальныхъ четырехъ 
корней, два непременно мнимые. 

6) Въ самой вещи, въ 6. отдблеши пойдемъ въ 
строке разностей отъ левой руки до первой едини
цы; въ нашемъ примере находим ь первую еди
ницу противъ VI1L Функцш; впереди ее 2, поза
ди 0. 

2. 1 0; 
правило подкасательныхъ имеетъ место. 

Здъсь а — — 0.3, Ь~0. 
Подставя х~— 0.3 и ат — 0 , въ функцш V1X и 

VIII. находимъ, что одна дробь 
/40) _ 356880 
/Пр) - loW ~ 5 8 - • • > (* - в>' 

Сталобыть действительно, между пределами: — 0.3 
и 0, две перемены знаковъ унесены уничтожешемъ 
VII. Функщй, и въ числе четырехъ остальныхъ кор
ней / ° (x) , она имеете два мнимые. 

7) Не подразделяя далее отрицательныхъ пред*-
ловъ, чтобь отделить остальные два корня, можемъ 
употребить известный пр1емъ. Вычтемъ (отдълеше 
о) изъ строки разностей цы*р> 2, следующим* 
образомъ: 
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0. i. п. m. iv. v. vi. vn. vm. rx. x. %i. щ 
(—0.3) • •-+• н 1 1 1 1 t . 

10 10 9 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 
(0) -t—i 1 i — i 1 §_ 

6 G 5 5 4 4 4 5 5 5 2 1 0 
Р А З Е : 4 4 4 4 4 3 2 2 1 0 0 0 0 

мнимые корни: 
2 2 2 2 2 2 9 2 

право на корни: 
2 2 2 2 2 1 0 0 1 0. 

Чтобъ узнать, веществ, или мнимые эти осталь
ные два корня, на которые имъеть право, 
можемъ поступить такъ, какъ поступили въ член* 
6, т. е, идя въ последней строк* отъ левой руки 
къ правой, остановимся на первой единице, противъ 
функцш V., возле нее Функщя IV. имеет* 2; оста-
новясь говорю на щ,№рахъ 

2, 1, 0; 
употребимъ правило подкасательныхъ; и какъ здесь 
а~ — 0.3, Ь~0, то подставляя въ Функцш IV. и 
V. вместо х, — 0.3 и 0, получимъ 

/ • У ( - 0 . 5 ) _ 1767 
/>(_ о.З) ~ 16429 
/ • У ( 0 ) _ 456 _ Q -
/>(0) _ 3480~~v" ' 

Разность пределов* й — а~ 0.3, больше суммы под
касательныхъ, 0.09 -+- 0.13 — 0.22; нужно дальше 
подразделять пределы. 

По настоящему надлежало бы сперва узнать, н*ть 
ли ьъ Jfa в f4 общаге^ множителя, но это очень 

10 



— 146 — 

продолжительно, и т*мъ более не нужно, что сле
дующее подраздвлеше пределовъ решить дело го
раздо скорее. При этомъ заметимте», что еще въ 
отделении 2. мы могли бы узнать, что въ числе 5 
корней/*, два корня ея мнимые, именно, дойдя въ 
строке разностей до первой единицы, которая сто
ить подъ VIII. Функщей, мы точно также приложи
ли бы правило подкасательныхъ, (какъ въ 6) и узна
ли бы, что два корня мнимые, вычли бы эти два 
корня изъ всей строки „разностей," и получа 
новый рядъ цыФръ, въ которомъ первую единицу 
встретили бы подъ V. Функщею, и, какъ сей часъ 
сделали, увидели бы, что правило подкасательныхъ 
ничего еще не показьшаетъ. 

8) И такъ надо между — 0.3 и 0 еще подразде
лить пределы. Вставя х — — 0.1 во все Функщй, 
получимъ въ 7 отделенш, что между —0.3 и —0.1 
нетъ ни какихъ корней, потому что оба даютъ те-
же знаки, и тоже число переменъ. II такъ надо 
ихъ искать между — 0.1 и 0. Въ отделенш 8 по
лучаемъ туже строку „разностей," какъ и въ отде
ленш 6, и зная уже (чл. 6), что Функщя VII. имъетъ 
въ томъ числе два корня мнимые, вычтемъ цыфру 
2 во всей строке, получимъ следующую строку: 

Функцш: 0. I. и. ш. iv. v. лт. 
право на корни: 2 2 2 2 2 1 0 

Такую же строку мы вывели изъ 6 отделешя 
(чл. 7); но тамъ правило подкасательныхъ удовле
творялось, и требовало дальнейшаго подразделения; 
здесь напротивъ, подставляя въ Функцш IV. и V. 
вместо х} —0.1 и 0, получимъ для Формулы 
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Ь a > 7 W * 7 W 

/ » — 3480 _ ' f\— 0.1) _ 107 ~ Л 

И какъ 0.09 ч-2.4 =z 2.49 > 0 — (—0.1) > 0.1, 

а должно быть меньше, сталобыть и эта пара кор* 
ней мнимые. 

И такъ мы теперь совершенно отделили ВСЕ шесть 
корней между — 1 и 0, изъ нихъ два веществен
ные: одинъ между — 1 и —0.5, другой между —0.5 
и — 0.3; четыре мнимые оказались: два между 
-— 0.3 и — 0.1, два между — 0.1 и 0. 

9) Займемся теперь отдълешемъ шести корней, 
оказавшихся между 0 и 5. Въ самой вещи, сведя 
знаки, произшедште отъ постановлешя х zzz 0 и 
х — 5, въ 9 отделенш видимъ, что f° имеетъ пра
во на шесть корней. Потомъ идя отъ ЛЕВОЙ руки въ 
строке „разностей" до первой единицы, которая 
принадлежитъ Функщй XI., и найдя у СМЕЖНОЙ ей 
Функцш X. цыФру 2 , приложим* правило подкаса
тельныхъ: ЗДЕСЬ ОНО удовлетворяется: 

не знаемъ каше корни; общаго множителя / * и 
Ут не ИМЕЮТЪ. Подразделяем* пределы, и ста-
вимъ во все Функщй х — 3. В* отделенш 10 
между 0 и 3 оказались четыре корня, проверив* 
опять по правилу подкасательныхъ, не обнару
жишь еще, чтобъ въ числе ихъ были мнимые. 
Въ тоже время видимъ, что остальные два корня 
заключены между 5 и 5. Сведя въ отделенш 11 
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знаки отъ обоихъ предъловъ, находимъ, что f° и f 
имеютъ право на два корня, / " и /"' на одинъ ко
рень. Правило подкасательныхъ не имеетъ места, 
потому, что строка разностей 

2 2 1 1 0 . 

Надобно еще, между 3 и 5 подразделить пределы, 
ставимъ х rz: 4, и въ отделенш 12 находимъ, въ 
строке (4) теже знаки что и въ (5); сталобыть меж
ду 4 и 5 нечего искать корней; оба они между 5 
и 4 ; 

Подставя .г = 3.5, въ отделен. 13 и 14, оба кор
ня f° разбились: одинъ между 3 и 3.5, другой 
между 3.5 и 4. 

10) Въ отделенш 10 между 0 и 3 оказались че
тыре корня, но не знаемъ каше. Подставимъ * = 2, 
и въ отделенш 15 одинъ изъ нихъ отделяется, по
тому что J° между 2 и 3 получаетъ право на одинъ 
корень, котораго, по нечетности его указателя, ни 
что не можеть отнять; въ тоже время видимъ (отд. 
16), что остальные три заключаются между 0 и 2, 
и покрайней мере одинъ изъ числа ихъ веществен
ный. Здесь правило подкасательныхъ не имеетъ 
места, потому что идучи съ левой руки, после 
первой единицы встречаемь I. Надобно дальше под
разделить пределы. 

11) Подставя х~1, въ отделенш 17 находимъ, 
что f3 и f разомъ уничтожаются, это значить, обе 
они им*ютъ общаго множителя (лекц. V. теор. V. с-) 
(х — 1), и въ /° два корня равные I. Еслибъ/*(#) 
имела три корня 1, тогда уничтожились бы три 
Функцш сряду 
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/ ° ( * ) , / ' (* ) и /"(x), 
потому что въ f° былъ бы множитель (*—I) 5 , въ 
fix) былъ бы множитель (*—1) а , въ f"(x) обплй 
съ ними множитель (* — 1). 

Последнш корень, какъ видно по разности числа 
перемънъ въ строкахъ (0) и (< 1), заключается меж
ду 0 и I. 

Мы теперь отделили все 12 корней предложенна-
го уравнешя, и нашли, что четыре изъ нихъ мни
мые; два вещественные отрицательные: одинъ между 
— 1 и —0.5, другой между —0.5 й — 0 . 3 ; шесть 
корней положительньгхъ, все вещественные: одинъ 
между 0 и 1, два равныхъ 1, четвертый между 2 и 
3, пятый между 3 и 3.5, наконецъ шестой между 
3.5 и 4. 

Посмотримъ еще, какъ способъ Фурье отделяет* 
равные корни. 

Пусть 
f(x) — * 6 -#- 5 * 5 — 5 * 3 -+- 3 * — 1 
f(x) ~ 6xrj -+- 1 5 * 4 — 1э* а -+-3 
f"(x) = 3 0 * 4 -н 60* 3 — 30* 
/ " ' ( * ) = '120а:3 -+- 180* а — 30 
/"'(*) = 560* а 560* 
/\х) ~ 720* * 560 
/ " ( * ) — 720. 

Поставя вместо * разныя численныя ве.шчины, 
имеемъ 

0. I. п. ш. iv. v. vi. 
( — 2) • • • • и 1 1 1 
( 1 ) . . . 1 1 
(0) н 0 — 0 -*--*-
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( > 0) н — 1—i—i-
3 2 1 1 0 0 0 

(1) - i — t - нь -+- н — i — ь 

РАЗНОСТИ: 3 2 1 1 0 0 0 
Между 0 и 1 оказываются три корня, и между 

— 1 и — 2 тоже три корня. ОтделимЪ сперва по
ложительные. 

Принимая f за начальную, видимъ, что ея вторая 
производная (т. е. f") имъетъ одинъ корень; надо 
еще сблизить пределы. Поставимъ -I, будетъ 

(т) ' » ' 1 ' 
(1) -I 1 1 1 1 1 Н 

РАЗНОСТИ: 3 2 1 0 0 0 0 
Здесь Функщя f" не имеетъ уже корня, после 

первой единицы следуетъ нуль: можно приложить 
правило подкасательныхъ; поставимъ atzz\, b—1, 
въ Формулу 10 (лекц. VI.) получимъ 
f'(i-) f'(l) i-i 12.16 

f"(i) f'X1) Ц 6 ° ~90.32 6 ° ~ ~ T s 3 0 ^ »' 
He видно чтобъ корни были мнимые; надо еще 
подразделить пределы. 

Но напередъ посмотримъ, не имеютъ ли у 7 и f" 
общаго делителя. 

Сокративши первую на 3 , а вторую на 30д;л по
лучаемъ 

2а;5 нь 5л;4 — 5л;3 нь 1 
и хъ н~ 2а;а — 1/ 
По известному способу находимъ, что действитель
но у нихъ есть общш множитель 

x*-v-x—1; 
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онъ же дълитель и fx), сталобыть fx) имеетъ 
между j н 1 три равные корня. Сдвлавъ 

ос"1 -*-х—1 = 0, 

получаем* хх~ 0-61803 

хг 1-61803. 

И такъ предложенная Функцш имъеть всъ шесть 
корней вещественные: три равные хг положитель
ные, и три равные аг3 отрицательные. 

Вообще, сколько fix) имъеть кратныхъ корней, 
столько можемъ получить различных* строкъ разн. 
между двумя, особыми для каждой, пределами. Всъ 
таыя строки будутъ въ прогрессга натуралънъгхъ 
чиселъ. По указанно каждой строки найдемъ обща
го множителя между двумя Функциями, отв*чающи-
мя Ц Ы Ф Р А М Ъ 

2 и 1, 
и отдблимъ вс* корни двойные, тройные и т. д. 
гораздо легче, нежели по обыкновенному способу. 

Пусть еще 
/(.г) — хЬ— 12*5 60** н-123*2 Д567* _ 89012 
f"\x)— 6 * 5 _ 60*4 -+-2-'4()*5-ь 246* ч- 4567 
fix)— 50*4 _ 240*5 -+.720** и-246 
f"\x)= 120*5 _ 720* 3-ь 1440л 
/• v (*)= 360*а—1440л -t-1440 
fix) — 720* —1440 
f { x ) = m . 

Поставя — 1 0 , — 1 , 0, 1, 10 

ПОЛуЧИМЪ 0. I. П. III. IV. V. VI. 
(— 10). • -н i 1 f-
(— I ) . . . 1- — - I 1-

(X)) 1 ь- 0 н *-
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(J) . к . . 1 fH Hi—i 1-
3 2 2 2 2 1 0 

(10) и - и - и - и - и-. 
Всв корни оказываются между —10 и нь 10; / ' " 
своимъ исчезашемъ уносить двъ перемены, (смеж
ныя съ ней об* съ нь), въ f(x) недостаетъ двухъ 
корней. 

Въ строк* (—10) шесть переменъ, въ (—1) пять 
переменъ: одинъ корень между — 1 и —-10; 

Между 1 и 10 оказываются три корня; одинъ 
непрем*нно вещественный. Для остальныхъ двухъ 
приложимъ правило Подкасательныхъ-, которое зд*сь 
им*етъ м*сто, потому что строка разностей, при
нимай У 1 Т за начальную, оканчивается цыФрами 

2 1 0 . 
Им*я о — 1, i z n l O ; Ъ — а — 9, подставимъ въ 

Формулу 10 (лекц. VI. — VIII.), получимъ 

/"(1) J*>(lQ)_ 5G0 85040 
TV)>'*~fv№)~ 7-0 ~*~!>Ш < ' 

не видно чтобъ корни были мнимые; но прежде 
нежели станемъ сближать предЬлы, разыщемъ, н*тъ 
ли общаго множителя въ fiy и / у , т. е. 

560л^ — 1440jr н-1440 и 720л; —1440; 

и д*йствителъно у нихъ есть общш множитель 

откуда х— 2; 

уннчтожеше ff й f* сделалось явным ь. 

Но какъ эта величина х — 2 не уничтожаеть 
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остальных* Фут«цш *), кром* f« и смежныя съ 
ними f" и / п об* с* -+-, сталобыть (лекц. V. — 
теор. VI.) уничтожешемъ своимъ он* уносятъ дв* 
лерем*ны: искомые два корня f(x) мнимые. Вычтя 
цыФру 2 изъ всей строки 

3 2 2 2 2 1 0, 
получимъ 1 0 0 0 0 1 0. 

И такъ вс* тесть корней отделены: двухъ недо* 
стаетъ между предвлами безконечно близкими < 0 
и > 0 ; двухъ недостаетъ между пределами 2 и 10; 
пятый положительный между 2 и 10; шестой отри
цательный между — 1 и — 10. 

Въ заключеше разсмотримъ одно изъ твхъ урав
ненш, въ которыхъ, не смотря на продолжительное 
сближеше пределовъ, два корня, между ими за
ключенные, не разбиваются и не оказываются мни
мыми. 

Пусть 
f°— 10500* 4 -+- 205* 3 — 204* г — 2* -4- 1 (а). 
возмемъ: / ' = 42000* 3 -+- 615л:9 — 408* — 2 

/ " — 126000**-4- 1250* — 408 
/ " ' - 252000* -4- 1250 
/ ' V — 252000. 

Поставя 0 и 1, находимъ 
0. I. и. га. iv. 

2 1 1 0 . 

*) Это могло быть только тогда, когда бы строка разностей 
шла отъ 0 въ прогрессш натуральных* чяселъ 

6 5 4 5 ' 2 1 0, 
а здесь эта nporpeccifl обрывается на 
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Правило подкасательньвсъ не имеетъ места; де-
лаемъ х~ттг£ и ~z 

Hjlrs) н -+-
(TV) -+- - I — I - H I — I -

т*же самыя строки. Поставимъ еще f^, т¥: 
( f o ) И 1 » 
(тт) — — и - -+-• 
(,т) н - Ь И f-

2 1 0 
(TV) -+- i- - i - н -

2 1 0 . 

Пределы сблизились отъ ~ до ~ у но корни не 
разбились; только получили строку разностей 

2 1 0 , 
допускающую правило подкасательныхъ; здесь сумма 
ихъ меньше разности пределовъ; надлежалобы еще 
подразделить пределы, но это безполезно: не успе-
емъ ни разбить корни, ни узнать каше они, или 
ежели успЪемъ, то не скоро. 

Чтобъ въ подобныхъ уравнешяхъ избежать под-
становлентя мелкихъ дробей, стоить только въ fix) 
вместо х поставить ^ и получимъ 

10500 205 204 2 
— — , и - 1 

*4 X3 X2 X 
— Д - [ х 4 __ 2^3 _ 204*» -+- 205* н- 10500) 

корни уравнешя: 
* 4 — 2 * 3 — 204** -+- 205* н- 10500 • • • (/3) 

представятъ знаменателей корней уравнешя (а). Въ 
уравненш (/?) найдемъ, что между 10 и 11 ока-



— 155 — 

зываются два корня, но чрезъ простое подстановле-
ше, и правило подкасательныхъ долго не узяаемъ 
каше. 

Чтобъ узнать, нужно-ли такое утомительное сбли-
жеше предбловъ, (можетъ быть корни мнимые), 
Фурье, для подобныхъ случаевъ предложил* следу
ющие пр1емь: 

Прежде всего заметить, что могутъ быть два 
случая, въ которых* правило подкасательныхъ, нъ-
которымъ образомъ недостаточно для обличешя мни
мости корней, т. е. когда получится строка раз
ностей 2 1 0 
и поел* нъеколькихъ подразделений сумма подкаса
тельныхъ все меньше разности пределов*, а между 
ТБМЪ корни не разбиваются. Те два случая суть 
слъдуюшде: 

0 w 

разности: 2 1 0 

(а)-
3> и-

разности: 2 1 0 . 
f имеет* одинъ корень между пределами а и Ъ, 

еслибы мы знали этот* корень, положимъ а, кото
рый делаете / ° ( а ) — 0> 
и подставя а вместо х въ/* 0 , получили бы 

/°(«) = -> 
то ясно, что въ первомъ случае оба корня Дрс) ве
щественные и оба отделятся по ту и другую сто-
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рону а; во етпоромъ случав н*тъ двухъ корней Дх): 
оба мнимые. (Лекц. V. — теор. I. и II.) 

И на оборота, если отъ постановления а, полу
чится f°(a) — 5 
то въ первомъ, оба корня Дх) мнимые; во второмъ, 
оба вещественные. 

РЕДКО случится найти точный корень Д(х)\ мы 
знаемъ только пределы его, более или менее тВс-
ные, съ которыми, какъ ВИДЕЛИ, прежше способы 
ничего не опредвляютъ. 

ВМЕСТО того чтобы рассматривать двъ функцти 
J~{x) и Д{х), возмемъ слвдуюпня ДВЕ: 

<р(х)=Дх)ч-Д(х) и / ' ( 4 
Знаемъ, что корень а , обращающш Д(х) въ нуль, 

заключается между а! и #'; по нимъ требуется опре
делить съ точностно знакъ Д а ) . Но изъ 

видимъ, что искомый знакъ Да) есть одинъ и тот-
же что и <р(а), потому, что Д(а) — 0, по положенпо. 
Но знакъ <р(а) легко найти: подставимъ пределы а' 
и V, корня а Функцш Д(х), во весь рядъ производ
ныхъ отъ <p(r), получимъ 

М •?(«'), <р'{а% Л а ' ) 9 ' \ о ! ) 

т Ф(*о, <т, ¥'щ 
Составимъ строку разностей, и если въ ней ЦЫФ-

ра, отвечающая <р°, будетъ нуль, значить <р° имеетъ 
тотъ же знакъ для всехъ величинъ х между а' и 
V, т. е. общш знакъ <р°(Ы) и <рь(1/) будетъ вместе 
знакъ 9>(а) и следственно знакъ Да), что и найти 
ХОТЕЛИ. 
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Если этоть знакъ будетъ -t-, то въ переомь слу
чав, оба корни вещественные и отделятся, во вто
ромъ, оба мнимые. 

Если этоть знакъ будетъ —, то въ переомь слу
чае оба корни мнимые; во второмъ вещественные. 

Для пояснешя возмемъ тоть же самый примерь: 

/о — хь— з^з—204* 3 205* -н 10500 
f — 4 * 3 — б* 3 — 4 0 8 * -+-205 
/ " = 12* 3 — 12* — 408 
/ " ' = 24* — 1 2 
f" = 24. 

Отъ постановленга 10 и 11, получимъ 
0. д. п. ш. rv. 

(10). 

(И) . 
2 1 0 

Потомъ 
2 1 0 

/(а) _ 150 
f(a)~ 475 

Ж - 5 0 -

Сумма подкасательныхъ меньше разности предв-
ловъ; общаго множителя между / ° и f неть; сле
довало бы дальше подразделить пределы; но это 
будетъ безполезно. 

И такъ здесь необходимъ послЬдшй npieMb; со-
ставнмъ у(*)—:/ (*) -*- / ' (* ) , 
и будете. 



— 158 — 

9° — ** и- 2 * 3 — 210* a — 203* -+-10705 
9' = 4 * 5 -+- 6 * a — 420* — 203 
9" — 1 2 * a -f-12* — 420 
<p"' — 24* -+-12 
фг? — 24. 

Поставя во весь рядъ тъже предълы, 10 и 11, 
получимъ 

9° <р' <р" ср"1 q>" 
V (10) 

1 о 
(11)' 1 — I — I— н 

1 0. 
Строка разностей показываетъ одинъ корень tp(x) 

между 10 и 11; надо сблизить предълы, чтобъ не
было ни одного. Подставя 10.4 и 10.75, какъ въ 
рядъ производныхъ оть fix), такъ и въ производ-
ныя отъ <р(*), получимъ 

f° f f"f'"/lv 

(10)» • • • • -+- 1 1— -+-
(10.4) 1 1 ~t н 

2 1 Q 
(10.75)' 1—1 1—1- -4-
(11) н — 1 — 1 — 1 — 1 -

9 0 <p' cp" cpf" 9 " 

(10.4)' • • • 1 — 1 — 1 — v -
(10.75) 1— -4- —1- -4— 

0 0. 
Теперь нътъ ни одного корня <р(х) между 10.4 и 
10.75; 9(10 .4)=—, 9(10.75) = —; заключаешь,, что 
(<р)а отъ постановлешя а, корня f'(x), даетъ 
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<р(а) — —, 

поэтому и У{а) — —; 
но Л1 0-4) 

/(10.75) — -ч-, 
заключаем*, что искомые корни вещественные^ 
одинъ по одну, другой по другую сторону корня а . 
Теперь можем* смело подразделять пределы: знаемъ 
на верное, что трудъ нашъ не пропадетъ даромъ, и 
хотя не скоро, но наконец* успеемъ разбить корни. 

Мы не оканчиваемъ здесь этого примера, потому 
что намерены разбить искомые корни въ следую
щей лекцш, где увидимъ, что способъ непрерыв-
ныхъ дробей, гораздо проще и скорее, во всехъ 
возможныхъ случаяхъ, кроме случая равныхъ корней, 
сразу отделяетъ пары мнимых* корней, или разби
вает* ихъ, когда они вещественные, и тут* же вы
числяешь приближенную ихъ величину. 



Л Е К Ц I Я IX. 

Отдгьлете и вычислете корней. 

Можно съ успехом* приложить непрерывный дроби 
къ отдълешю корней. 

Пусть f(x) та Функщя, которой хотимъ отделить, 
корни; напишемъ рядъ 

/(*)> Д*)> Л*)» Л'(*) (1) 
и будемъ подставлять вместо х, 

«О 1 2 3 4 

до тЬхъ поръ, пока все Функцш примутъ знакъ -+-. 
По известнымъ признакамъ увидимъ, сколько между 
каждыми двумя числами должно искать корней: не
которые изъ нихъ могутъ быть совершенно отделе
ны: именно, когда останутся по одному между дву
мя смежными числами. Но если окажется несколь
ко ихъ между смежными числами 

а и о н - 1 , 

тогда поступим* следующим* образомъ: 
Делаем* 
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1 
i t=:e + - '.(2). 

У ' 
Очевидно, что для всъхъ вещественныхъ величинъ 

х, заключающихся между 
а и а -+-1 

у>\\ остается узнать, имъеть ли f{a-+——^ корни 
больше 1. 

Но какъ 

/(« + j-j=[/Mr" ̂ /W- 1-*-^-^"*- • • 
fn 11 

^ - L I ^ J P » 

то ясно, что корни у^а и—^-j будутъ тъже, что и 

функщй' 

которую для краткости назовемъ F(jy)-
Чтобы узнать, имъеть ли F(y) положительные 

корни больше 1, напишемъ рядъ 

Ffj-), F'(j), F"(j), FwCr)"-F»Cr> 
Поставимъ вмъсто числа 

1 2 3 4 . . . 
Ежели корни 

У г У, У* > 1 

ОТДЕЛЯТСЯ, то поставя ихъ одинъ послв другаго во 
(2), отдълимъ и корни fix): 

1 
Уг 

X . = я н — — и Т . д. г» 
1 1 
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НО КОГДА ВСЕ ИЛИ НЕКОТОРЫЕ КОРНИ F ( Y ) ОКАЖУТСЯ 

МНИМЫЕ, ИЛИ ВЕЩЕСТВЕННЫЕ, НО МЕНЬШЕ ЛИ РАВНЫЕ 

1, ТО ЭТО ВЕРНЫЙ ЗНАК*, ЧТО КОРНИ f(x) ИМ* СООТ

ВЕТСТВУЮЩАЯ МНИМЫЕ. 

ЕЖЕЛИ СЛУЧИТСЯ, ЧТО КОРНИ F ( J ) НЕ ОТДЕЛЯЮТСЯ, 

А ЭТО БУДЕТЪ, КОГДА НЕСКОЛЬКО ИХЪ НАДОБНО ИСКАТЬ 

МЕЖДУ ДВУМЯ СМЕЖНЫМИ ЧИСЛАМИ 

Ь И 6 - B L , 

ИЛИ ПО НЕСКОЛЬКУ МЕЖДУ РАЗНЫМИ ПАРАМИ СМ*ЖНЫХЪ 

ЧНСЕ.ТЪ, ТОГДА СЪ у ПОСТУПИМ* ТАК*, КАКЪ ПОСТУПАЛИ 

СЪ х, Т. Е. ДЛЯ КОРНЕЙ МЕЖДУ 

Ъ И Ъ - + - 1 
ПОЛОЖИМЪ 

* 1 

ПОЛУЧИМЪ НОВУЮ Фуикщю 

1.2 1.2..« 

И ДЛЯ КРАТКОСТИ НАЗОВЕМ* 

FWISL 
Ж) = F(BY» НЬГ'(»У . -1н>- 2 | 

ПОСТУПИМ* СЪ НЕЮ КАКЪ ПОСТУПАЛИ СЪ F L J ) ; КОР

НИ ~) ОТДЕЛЯТСЯ ИЛИ НЕТ* : ЕЖЕЛИ ОТДЕЛЯТСЯ, 

ТО ОТДЕЛЯТСЯ ВСЕ у И ПОТОМ* ВСЕ х; ЕЖЕЛИ НЕТ*, 

ТО НАДОБНО ПОСТУПАТЬ СЪ z КАКЪ СЪ х И _У И Т. Д. 

ВО ВСЯКОМ* СЛУЧАЕ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫЕ КОРНИ НЕПРЕМЕННО 

ОТДЕЛЯТСЯ, ИЛИ ОКАЖЕТСЯ ЧТО ВСЕ, ИЛИ НЕКОТОРЫЕ 

ИЗЪ НИХЪ, МНИМЫЕ. 

ДЛЯ ОТДЕЛЕШЯ ОТРИЦАТЕЛЪНЫХЪ КОРНЕЙ, ПЕРЕМЕ

НИМ* х НА — х з И БУДЕМЪ ИСКАТЬ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ* 

КОРНЕЙ У(— дг). 
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Впрочем* можно находить отрицательные корни 
точно такимъ же образомъ, какъ находили положи
тельные: стоить только подставлять 

— 1 — 2 — 3 

до тЬхъ поръ, пока получимъ все перемены зна
ковъ и т.. д. 

Пояснимъ это примерами: 
Пусть 

/ ( * ) = * 6 — 5 * 3 ч - * — 10 
./' zzz б * 5 — 1 5 * а ч - 1 
/ " = 3 0 * 4 — 3 0 * 
/ ' " = 120* 3 —50 
f i r — 360* 3 

/V == 720* 
/v . — 720. 

0. I. п. ш. IV. V. VI. 
( < 0 ) . - 1_ ч - — 1- — ч -
( 0 ) . . . . . . 1_ 0 — 0 0 ч -
( > 0 ) . . . . Н — — ч - ч - ч -

( < * ) • • — ч - ч - ч - ч -
( 1 ) . . . . . 0 Ч- ч - ч - ч -

( > 1 ) " ч - ч - ч - ч -

Одинъ корень вещественный между 0 и — со. 
Между < 0 и > 0 два корня мнимые. 
Между 1 и + » одинъ корень вещественный. 
Незнаемъ только о двухъ корняхъ между 0 и 1 
Въ этомъ случаъ а ~ 0 и 

я = 0 ч = -, 
У У 

вставя vbf{x), получимъ 
11» 
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1{у) = Юу 6 — у 5 -+- 5y 5 — 1 
¥'(У) = 60y 5 — 5 j 4 ни 1 5 j a . 

He продолжая брать следующихъ производныхъ, 
видимъ, что коэФищеиты старшихъ членовъ кажд,ой 
Функцш такъ велики, что корень F(j) не можетъ 
быть больше 1, потому что при у ~ 1 получимъ 
все постоянства знаковъ; а какъ для вещественно
сти х, необходимо чтобъ у былъ больше единицы, 
то сей часъ заключаемъ, что пара корней, оказав
шихся между 0 и 1, мнимые. 

И вообще, когда въ fix) теорема Фурье обнару
жить несколько корней между 

а и a -нь 1 
и отъ постановлешя 

1 
ос — а-\ 

У 
получимъ Т(у) такую, что у нее нетъ ни одного 
корня у > 1, 
то это верный знакъ что корни мнимые. 

Точно тоже скажемъ и о всехъ другихъ парэтяхъ 
корней, если только f(x) имеетъ ихъ, заключенныхъ 
между 

я , и а , + 1 
а 3 и а 3 -+-1 и т. д. 

именно, что когда ихъ преобразованныя уравнен1я не
имеютъ корней больше 1, значить, все они мнимые. 

И такъ вместо того, чтобъ по правилу подкаса
тельныхъ делать два подстановлешя, и, если не 
окажется признака мнимыхъ корней, снова под
разделять пределы, мы здесь сразу видимъ, когда 
корни мнимые. 



Пусть еще 
/(*) — хь — З * 4 — 24* 3 н - 95.x1 — Ьбх — 101 

Напишемъ весь рядъ Функщй 

/ ' z=r 5 * 4 — 1 2 * 3 — 72* а-+-190* —46 
/ " = 20л;3 — 36* а — 144* ч- 190 
У 7" z= 6 0 * а — 72* — 144 

= 120* — 72 /у = 1 2 0 . 
(—10) 1 1 н 
(— 1) 1 ч 1 I -

(0) 1 н 
(1) 1 1 н -+-

( 2 ) - ч- -ь 
(о) — 1- - I 1-
(10) ч 1 1 1- - I — | -

три корня вещественныхъ: одинъ положительный 
между 3 и 10; два отрицательных'*: одинъ между 
— 1 и — 1 0 , другой между 0 и — 1 ; и два мни
мыхъ между 2 и 5, потому ч т о < у < 1 . 

Для повърки возмемъ сумму подкасательныхъ 

X~S ^ 1 J ' 

она больше разности между пределами 3 — 2 = 1: 
оба корня точно мнимые. 

Въ лекщи III. объясняя примъромъ отдъленте рав-
нихъ корней, мы разбили тамъ f\x) 13 степени на 
три множителя; 

(*3 ч- х — 1) (* 3 — * а — 5*ч- 2) а (* — I ) 4 

отдвлимъ корни этихъ множителей, здълавъ 
*3 ч-х — 1 = 0 ш-'Шг. <ь»(4) 

* а — 5* ч- 2 zz. 0 • • • • • • (5). * 5 
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Сперва займемся (4): 
f(x) — хъ нь х — 1 

/' — Ъх* нь 1 
/ " = 6л; 
/"'-6 

и (<0) 1 ь 
(0) н 0 н -
(> 0) • • • 1—н нь 
(1) Н Ь I г- -i-

Два корня оказываются между < 0 и > 0, сталобыть 
мнимые; это мы могли предвидеть и потому, что 
не достаете члена х%, и смежные оба съ одинако-
вымъ знакомъ. (Лекц. VIII. В. — 5.) 

Третга корень положительный между 0 и 1; оты-
щемъ его по непрерывнымъ дробямъ. 

Зделавъ 
1 

х — 
У 

иодставимъ въ (4) и получимъ 
УЪ —У% — 1 — 0 (6), 

ЧУ) 
(1) -
( 2 ) - О -

II такъ у заключается между 1 и 2; сдЕлаемь 

1 1 

у — 1 н — — 

; Когда между двумя пределами ищемъ только одного корил, 
то иЬгь надобности брать вс* производныя оть/"; толь
ко въ пее н будемъ подставлять 1 и npouie числа, пока 
не получимъ перемены знака. 
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Лодставимъ въ (6), и будетъ 
z5 — — <Zz — 1 = <p(z). 

<p(z) 

( 2 ) -

(3) н-
2 заключается между 2 и 3; положимъ 

1 
z — 2н 

и продолжая далее, получимъ 
ip'(u) — и5 — 5и — 1; 

т<») 
( 2 ) -
( 3 ) • * -

и, тоже между 2 и 3. 
Сдълавъ 

1 
« = 2 н — — , 

найдемъ 
(p{t) = 5*3 — 7 * а —to — 1 ; 

Остановясь на этомъ, знаемъ, что корень 
заключается между 

2 ч- —• 
2 

1 17 
' = Т * ^ 1 1 = чг = л л 

- * 2-f- — 5 
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Общш десятичный знакъ обоихъ предвловъ 
0.7 

будетъ принадлежать истинной величин* корня, 
такъ что за приближенную величину искомаго кор
ня можемъ взять х — 0.7... 
Впоследствии покажемъ, что этотъ корень разнится 
отъ истиннаго менее 

1 1 
(24)» ~~ 576' 

Ниже будетъ приложёнъ способъ, находить даль-
нейпне десятичные знаки очень скоро, если уже 
имъемъ, какъ сей часъ, первый знакъ. 

Займемся теперь отдълешемъ корней уравш (5) 
f{x) хъ — х% — Ъх и- 2 
f(x) z=z Ъх* — Чх — Ъ 
f'\x) = 6.x — 2 
f"(x)= 6 

• 0. I. п. ш. 
(—1) I н , 
(0) н н 
(1) •+• н-

(2) • • 0 н - н - н-
- t -

ЗдЬсь одинъ корень отрицательный между 0 и 
— 1; два положительных*: одинъ равенъ 2, другой 
между 0 и 1. Мы бы могли легко найти прибли
женную величину остальныхъ двухъ; но еще легче 
выразить истинную ихъ величину посредствомъ ра
дикала ; раздъля fx) на ея множителя х — 2, полу
чимъ новое уравнеше 
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* 3 ч - * — 1, 
котораго корни 

— 1— V5 
зс - • 

2 
— 1ч-У5 

И такъ уравнеше 13 степени, приведенное въ III. 
лекцш для отдълеши равныхъ корней, состоитъ изъ 
слъдующихъ множителей: 

f[x) = (x — a—Ы){х — »ч-Ы){х — 0.7.. .)(* —3)» 

Для пояснентя этого способа возмемъ еще НЕСКОЛЬ
КО примъровъ. Пусть 

f{x) — * 4 — 5 * * 4 - 1 0 * 4 - 7 
fix) — 4 * 3 — 1 0 * -+-10 
/"(*) = 12** — 10 
f"ix) — 4hx 
fix) — 24. 

(l) — - I 1- — ч-

(0) ч — I 0 I 

ч -
(1) Ч н —I 1 !- . 

И такъ между 0 и 1 оказываются два корня; по-
становивъ 

1 
х = 0ч" 

У . 
получимъ 

F(j) = 7у 4 ч - 10f — 5у» ч- 1. 
Но здъсь _у < 1, пара корней между 0 и 1, мнимые. 
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Остальные два корня отрицательные: одинъ меж
ду 0 и — 1 , другой между—1 и —со; мы не ста
нем* разыскивать ихъ приближенной величины. 

Возмемъ еще уравнеше, въ которомъ между а и 
а -нь- 1 оказывается по пар* корней вещественных*. 

/(х) = а : 4 — 6х$ ч - 6х* ч - 9х нь 2 
f'(x) — Их5 — 18л;а -+- 12а; чь 9 
/ % г ) = 12л:3 — Ъбх ч -12 
/ , / / (л ) = 94а? — 5 6 
р\х) — 24. 

(0) ч — | — ь — ь 
(3) ч 1—I—н 
(4) -\—|—I—I—ь. 

Здвсь два корня < 0 , и два положительные, оба 
между 5 и 4. Сдълав* 

1 
X = э ч 

У 
и вставя въ Да;), получимъ 

Цу) = 2 j 4 — 9 j 3 i Gj 3 ч - 6 j ч- 1 
Г' = 8y* — 2 7 j 3 H - 12j- 4 - 6 

= r 2 4 j a — 54j ч -12 
= 48y — 54 

f IV — 48. 
( 1 ) . . . . .— — . 4 -

( 2 ) . . . . 0 - t - 4 • 
4 -

( 3 ) . . . . 4 - 4 - 4 -
4 — ь Ч - . 

у , имъетъ двв положительные величины, сталобыть 
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х имъетъ два корня между 3 и 4, вещественные 
Разыщемъ ихъ. 

Одна величина у заключается между 1 и 2, дру
гая между 3 и 4; займемся первою. 

I. Пусть 
- 1 

J Z 

Вставимъ въ F(y), получимъ 

ф) = 6 г 4 — z5 — 9z 3 — z -нь- 2 

Ф) 
( 1 ) -
(9 ) - . . . . ~ь 

Величина z заключается между 1 и 2; двлаемъ 

и 

и получаемъ 
'ip(u) z=. Ъи1* — 2и 3 — 24и а — 25и — б 

(3) -

Величина и заключается между 3 и 4. 
Пусть 

будетъ %(t) — 102г 4 — ЮЗ* 3 — 72г а — 34л— 3 

(1) -
(*) -

Ь заключается между 1 и 2. Остановимся и воз
мемъ предвлы перваго корня f(x)\ именно: 
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1 4 
— 3 ч- Y-+- ~ i = y = 3 - 5 7 0 

1 + I 

- / = 5 - T H - 1 i = o i = 3 - 5 6 2 

И такъ для истинной величины а> можемъ взять 
только х, ~ 3 • 5. 

II. Мы сперва положили 

х=Ъч——, 
У 

и нашли потомъ для у друтую величину между 3 
и 4; дълаемъ 

1 
, у = з - ь — , 

и получаемъ 
<p{z) =. 8г 4 — 15г 3 — 53* а — 15; — 2 

(3) -
( * ) -

т. е. корень z содержится между 3 и 4 ; дълаемъ 
еще 

; —Зн 
и 

будетъ 
гр((и) — 101м 4 — 246ы3 — 264и а — 81м — 8 

¥(") 
( 3 ) -
№ - + - • 

Поэтому и найдемъ между 3 и 4. Остановимся, 
и напишемъ оба предела другаго корня /"(*): 
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* - = 5 * T + > = 5 4 r = s - 3 0 0 

3 
1 10 

*- = 5 * 5 V | l ^ 5 ^ 3 - = 3 : 3 0 2 

Для истинной величины корня можемъ взять только 

*3 —Ъ-Ъ. 
И такъ мы нашли приближенную величину обоихъ 
положительныхъ корней fix), которые по способу 
Фурье оказались между 3 и 4, именно: 

* , = 3-3 и * 3 = 3 • 5. 

Разыщемъ теперь два отрицательные корня той 
же Ф У Н К Ц Ш f(x) — * 4 — : б* 3 -+- 6* а -+- 9х -+- 2; для 

ото го поставимъ вместо х, —х; и станемъ искать 
положительные корни новой Функцш: 

f(—x)= * 4 -+- б* 3 -+• 6* а — 9* ч- 2 
f — 4 * 3 18* а н - 1 2 * — 9 
/ " = 12* а -+- 36* -+-12 

= 2 4 * н-36 
/•» = 24. 

0. i. п. га. IV. 

(0) - I 1 I н -
(1) Н 1 1 1—ь-

Оба корня оказываются между 0 и 1. Пусть 
1 

х — 
У 

преобразованное уравнеше должно дать для у две 
по*ожительныя величины больше единицы; иначе 
корни t\ — *) оба мнимые. Подставимъ, и будетъ 
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F(j) — 2 y 4 — 9 j 3 чь 6y* -i- 6y • 
F' — ' 8 j 3 — 2 7 j a - b l 2 j -+- G 
F" = 2 4 j a — 54> a —i— 12 
F'" = 4 8 j — 5 4 
F , v = 4 8 . 

(1) • • • • и 1-

, , l одинъ корень 
(2) 0 -л—i- ' 1 

-+-
(3) и - + + ) 
4 { [ другой корень. 
(4) • • • • н — I — I — I — I - ) 

Действительно, у имеетъ две положительный вели
чины: одну между 1 и 2; другую между 3 и 4. 

III. Займемся первою. Пусть 
1 

Ясно, что здесь т*же самыя вычислешя, какъ и 
для перваго корня (I.), т. е. 

ц{£) — б*4- — г ъ — 9г а — г нь 2 
и z заключается между 1 и 2; сдвлавъ 

г — 1 ч) , 
в 

получаемъ 
у[и) — Ъи^ — Ълъ — 24г*2 — 23м — 6 

величина и между 3 и 4; делаемъ 
- 1 

Й = 3 - * — Г ' 
находимъ 

х(е) = 102г 4 — 103г 5 — 7 2 > — 34г — 3 
t между 1 и 2 ; еще положимъ 
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* = 1 н - . — 
а 

6(a) = 110а* — 7 9 а 3 — 2 3 1 а а — 305а — 1 0 2 

Величина а между 2 и 3. И такъ 

— ' " = 4 . * - ! 1 = 1 = 0.565 

1 14 
- * ' " = Т ч - 1 - 1 „ = I T = 0 , 5 6 

^ Т ч - ! 1 

IV. Мы уже положили 

~Х~~ у 

нашли для у другую величину между 3 и 4. Сдълавъ 
1 

г = 3н . 
J z 

нашли бы точно тоже что и для x,t, именно, что 
z содержится между 3 и 4; потомъ 

и 

it содержится тоже между 3 и 4. 
<р{и) — 101м 4 — 246м3 — 264м а — 31м — 8. 

Положимъ еще 
1 

» = э + ——, 
найдемъ 

ip(t) — 1088г 4 — 2601f 3 — 2976г а — 966* — 101 

опять t между 3 и 4; сдЪлавъ 



— 176 — 

t — 3 нн-̂ — a 
« будетъ тоже между 3 и 4, и такимъ образомъ 
получимъ пределы IV. корня f\x). 

1 109 

1 142 
- = Т - 4 1 , = i 6 9 = ° - 3 0 ? 7 

3 ^ Т ч 4 1 
3 ^ - з 

откуда хп = 0-3. 
Видимъ теперь, что 

f(x) = хЬ — 6х5 — 6хл чь 9х ч- 2 
имеетъ все четыре вещественные корня. 

.Г/ ~ 3-5 
х„— 3 • 302 
xlffzzz — 0-5 
xtr — — 0 • 302, 



Л Е К Ц 1 Я X. 

Вычислете корней. 
(Продолжеще.) 

Наконецъ покажемъ теперь, что способъ непре-
рывньгхъ дробей также легко разбиваетъ пары са-
мыхъ близкихъ между собой корней, иди сразу обт 
личаетъ, что они мнимые. 

Возмемъ примъръ, который въ копив VIII. лекцщ 
оставили не ръшеннымъ: именно 

/ ( * ) = * * — 2 * 5 — 204*» -+- 205*-+-10500; 

тамъ нашли только, что между 10 и 11 / ( * ) имъеть 
два корня вещественные: провъримъ ото, и разобь-
емъ ихъ. 

1 
Пусть * = 10 -1 , будетъ 

или 
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FCr)= ISO/* — 475y 3 нь 336 j 3 нь 38/ нь 1 
F' == 600r 3 — 1425y 2 -t-672y -4-38 
F" = ; 1 8 0 0 r a — 2850y H-672 
F'" = 3600j — 2850 
F«v r=3600. 

Прежде всего замвтимъ, что если F(_r) имъетъ 
два корня у > 1, 
и они вещественные, то корни f(&), оказавшееся 
между 10 и 11, оба вещественные. Подставя 1 и 2 
вместо у, имвемъ 

F!* 1. и. ш. iv. 
(1)- • • - нь — — ч - ч -
(2) • • • • нь -t 1 1 ь 

И такъ два корня у, оказываются между 1 и 2, оба 
> 1. Чтобъ узнать, точно ли они вещественные, и 
потомъ разбить ихъ, ес.ш можно, сдвлаемъ 

будетъ 
<рМ = F(l>* нь F'ttk 5 чь F №. s* ч- ^-^К ч- - F ' V ^ . , Ч\) КР 1 Л * ^ 1 . 2 . 3 1-2.3.4 

или 
9>0) = 50** — 115* 5 — 189*»-*-125* чь 150 
<р' = 200z 3 — 345*" — 378* чь125 
Ч>» = 6002» — 690* -— 378 

< == 1200* — 690 
1200. 

9° I. П. Ш. ГУ. 
(1). • • — — ч — ь 

2 1 1 0 
(2). • — чь чь нь 

1 1 0 0 
1 0 1 0 



Оба корня <p{z) отделились: одинь между 1 и 2, 
другой, между 3 и 4; оба корня f{x) вещественные. 

I. Займемся первъшъ. 
1 

I Густь s, zzz. 1 ч — - б у детт, 

или 

ф[и) •=. 21 и 4 — 398м5 — 23'1ма ч- 83м ч- 50; 
откуда 0 ° 

{Щ -
(Щ •+-. 

II такъ корень фи) заключается между 19 и 20, 
II. Займемся вторымъ корнемъ <p{z). 

1 * ' 
Пусть — i ч - —— Оудетъ 
ви} = фу* ч- т . \а. Г . ч - н • j ^ a ' " * * J - J - ^ 
0[t) — 231/.4 — 13S673 1 476/ a -— -485* — 50, -

откуда 0" 

Такимъ образомъ мы разбили пару вещественнмхъ 
корней оказавшихся между 10 и 11, именно 

1 
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или ^ = 1 0 ^ — 1 0 . 5 

ar, =1044=:10 .7б 
Отсюда легко получить корни /"(ос) въ первомъ ея 
вид*», именно: 

fx) 10500Л:4 1 205а:3 — 204а;а — 2а: нн 1. 

Здесь д / — — 0.095 
10.5 

корни слишкомъ близки, чтобъ скоро угадать при
личное иодстановленге, которое бы отделило ихъ, 

2) Этихъ прим*ровъ достаточно для убеждешя, 
что соединивь способъ непрерывныхъ дробей со 
способомь Фурье, мы не только сразу отделишь и 
узнаемь мнимые корни, когда они есть, но и для 
вещественныхь корней легко сблизимъ пределы до 
первой десятичной цыФры; но если требуется боль
шое приближение, то составлять преобразованный 
уравнешя было бы очень трудно; для этого Ла-
гранжъ указал*ь на упрощеше, которымъ гораздо 
легче можно бы получать дальнейшее приближеше. 

Но чтобъ это было понятнее, считаемъ за нелиш-
нее напомянуть здесь о главнейшихъ изъ свойствъ 
непрерывныхъ дробей, которыя впрочемъ излаются 
и въ элементарныхъ курсахъ. 

Положимъ, что корень fx) тг-вой степени, изо
бражается непрерывною дробью 

1 
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Подходящая дроби, какъ известно, будутъ: 

1) 

2) 

5) 

А - 1 Q0 о 

Q, - 1 

Р. 

4) l L = i £ M l ± l L ± l i и т д. 

Чемъ больше возмемъ частныхъ у,, y s • • • * 
тъмъ подходящая дробь ближе къ х, и при томъ 
такъ, что если возмемъ нелетное число частныхъ 
$ 1 , дг подходящая дробь меньше корня; если 
возмемъ ихъ гетное число, подходящая дробь боль
ше корная. И такъ 

р , Р , 

о 7 < х q : > ; c и т- д-
Корень всегда заключается между двумя смежными 
подходящими дробями. • 

Чтобь найти законъ подходящих* дробей, заме-
тимъ, что происхождение ихъ можно представить 
себе такъ: 
1) пастныя: qt у, у 5 ?4-?& — 2 ; <li - - 1 ; 

/1 g ' g ^ 1 У«У»У»-*-У»-*-У« 
2) подход. U ' 1 ' у, ' 2 , ? 5 ^ 1 

07' 07' Q , ' Q 5 Q « - i ' Q» 
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!1ь строк* ( i | напишем* вс* частныя; подъ первы
ми двумя изъ Иихъ въ строк* (2). ставимъ дв* под-

ходящш. дроои - у - и — j - , (первую ТОЛЬКО для то
го, чтобъ сделать очевиднее законъ); сл*дуюппя 
дроби, одна за другою получатся, если числителя 
(иаприм. у,) посл/ьдней дроби помножимъ на част
ное (д,), принадлежащее новой дроби, и придадимъ 
числителя (1), предпосяпдней дроби; эта сумма (glgt 

-I- 1 \ дастъ числителя новой подходящей дроби. 
Точно также составленная сумма изъ знаменателей 
посл*дней и предпоследней дробей, дастъ знамена
теля, (1-у, 4 - 0 ' , и новая дробь готова: 

Поэтому и 

Qs 'Q,7 s-bQ. 7,7s+ L 

J-L ~ P s74 -»-
 p , _b7,7^i)ys-t-7rj744-7,7, 

'.4 Q i ? r ' - Q , f7i? s%4 7. 

"QT " Q* — J у • -i~Q7"ZT 

Чтобъ He оставить ни мал*йшаго сомн*шя вь 
общности этого закона подходящихъ дробей, дока
жем*, что если онъ существуетъ для 

"Q7~~Q;- I 7 , -ьQ . -2 

то онъ существует* и для 
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Q»-4-l 
Q t " - - 1 ( 7 t ' 4 - ? 7 T T ) - H Q i - s 

Pi - 1 (7#i 4 - l + l ) + P , _ 5 ? , + l 
~ Qi — 1 (ft'/i -4- 1 •+- 1) "t- Qi — 2?i -4- 1 

Ho P i _ 2 = P8 — P i - i g ' i 
Qi _ 2 — Qi —- Qi — i <?i, то 

Pi -F- 1 _ Pi — lffffi-4- 1 H- Pi — t 4- (Pi — Pi — l?i)?i-4- t 
Qi •+• 1 ~~ Qi — iq&i-T- 1 -+-Qi — 1 H-(Qi — Qi — illfH -«- i 

наконець 
Pi-T-i _ PUi - I - N - Pi— t 
Qi-4-l 'Qi!Zi-*-l Pi — Г w ' 

Прежш видели справедливость этого закона для 

Дробей £ „ 

то онъ справедлив ь и для 

Q 5 ' Q i ' " 
й для всехъ подходящихъ дробей вообще. 

Сделавъ теперь 
P;Qi_l — Pi-xQi — Zi. 

Докажемъ еще, что эта разность всегда равна 
положительной или отрицательной единице, смотря 

Pi - 4 - 1 _ Pi qi 4 - 3 -t- Pi -— j 

Q»4-1 — Qtgi -T-i + Q , _ i ' 

П О свойству непрерывныхъ дробей знаемъ, что 
„ Рг-4-l Pi 

дрооь есть • та же , въ которую вместо 
Qin-1 Qi r j 

1 
yf- вставили qi-*-~ подставимь же и будетъ 

Hi -4-1. 

P i - l f ?, + —L_1 -Ь Pi _ 2 



— 184 — 

z 

*i = — z t . 

ыеремножйвъ обе части; имеемъ 
xt{zi - и,- _ 2... z t) ~ (— zi — l) (— ii _ \) ( — ( — x,) 

. Pi 
потому: -Q7 Меньше ли корня, т. ei Когда i нечетное; 

или 4̂ - больше корня, т. е. когда i чётное, короче 

хотимъ доказать следующее: 

Взлвъ три последовательны)! дроби 
Pi—i Pi—i Pi 
Q i _ s ' Q ; _ l ' ~QF 

mbi уже доказали, что 
Pi — P . _ i qi-+-P5_» 
Q i = Q i _ l ^ - f - Q i _ 2 ; 

Откуда 
P«Q;_i = z P i _ i Q i _ l ^ - - i - P i _ 2 Q ^ _ i 
Pi —l Q,-z=P,-_i Q*_i P,-_i Q i _ 2 

Потомъ 
!,- = P,-Q,-_i — P * _ i Q,-=p,-_g Q,-_i — P,-_i Q,-_* 

= — ( P * _ i Q i _ 8 — P i - 9 Q i _ l ) , 
или zjzz: — zi — \ (3); 

подставя въ (3) вместо г последовательно 

i-— 1, i — 2, i~~ 3 , и T; д; 
получимъ 

Zi ~ Zi—i Zi—\ — Zi — 4 
Xj — 2 ZZZ Zi — Ъ 
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i 

* = (5> 

или zi — ( — 1)« 

но какъ zt = P , Q 0 — P 0 Q X = — 1 

потому, что Q 0 = О, Р„ — 1 , Q, — 1 ; 

то zi — P,Q; _ I —- P f _ iQf = (— i y (4); 

Если въ непрерывной дроби ( 1 ) возмемъ послед» 
нее полное частное t, напишемъ ее такъ 

1 

У***-

и положимъ, что последняя подходящая дробь Пе-

редъ этимъ частнымъ есть - Q - , то по (2j 

Р гт-ч-Р;—1 
Q / - B Q I - l 

Это будетъ точная величина х. Если желаемъ знать 
погрешность, когда вместо (5) возмемъ подходящую 

дрооь -тг-> то стоитъ только наитй между ими 
разность, и будетъ 

— F t ^ P ^ - * - P i - l Vi 
У-х~ ~Q7~Q^QiZi Qi 

PjtQi Vi -1 Qji — PiQt — ViQi - 1 
~~ •(Q/-t-Q.-I)QI 
_ Р г - I Q , — m i - i _ — (— if (— ty- ' 

0,{0*-*-0,-_«) -QKQ/-+-Q/-I) _Q ;RQ/-.-Q'- 1) ( ;' 
Ho *>I , след. 

и Q J»<Q,{Q»*-I -Q«_ I ) 
поэтому 



Ho i/» есть погрешность, которую допускаемъ, 

принявъ подходящую дрооь за величину х; ста-

лобьггь эта погрешность всегда меньше 1, разде
ленной на квадрате знаменателя дроби $ которую 
взяли за подходящую. Степень i -+- 1, покажетъ, 
когда гр съ -t- и когда съ —. 

Теперь можемъ приступить къ тому упрощенно, 
о которомъ выше упомянули. 

Изъ (6) имеемъ 
Pi _ ( — l ) i - l , 

~Ъ~Х~ QiCQjf -b -Qi - i ) ' ' W ' 
или 

PiQit -+- PiQi - 1 = aQ^Qjt и - Qi _ i) — (— 1)* » 

Ho — (— I)»"'-*- 4 = (— iy •*• 3 = ( — 1)':, 

и no (4) P^Qi •_.! = ( _ i y P.- _ i Q;, . 
то будетъ 
PiQ/-t-(—1),ч-Р,-_1 0,-=arQi^n-xQiQi-i -+-(— i)»; 

Р / -+- Pi —. 1 = xQf -+- xQi — i 
откуда . Pi _ i 

*0,: _ l — Pi _ I О; — л \ X О; л 
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Наконецъ t 

Данная j\x) л-й степени имъеть п корней; то 
если въ (9) поставимъ разный величины для х, по
лучимъ разныя величины для t, и число ихъ будетъ п. 

Ежели въ f(x) вида: 
х>1 I А — 1 ~\~ Хгхп — 2 •••-+- А» 

подставимь Р г/ -1 Р; _ i 

то получимъ той же степени Функцию 

t'> — at» — 1 -+- я,/'» — 2 -+- • • • I а« 

н это подстановлея1е, ни сколько не упростило бы 
онредълешя величины t; но означивъ чрезъ Vt" 
t"' • • • t(n) корни ПОСЛБДНЯГО уравнешя, имъемь 

/' i" t'"-t~ -*-((») = а, 

откуда l' = a — l" — t'" &)..... (10). 
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Въ самомъ деле, поставя а/' вмВсто X, найдемъ 

,г/ — (—*>' 1 0 > - 1 . 
Qi 2 ' _ Р * _ „ Q, ' 

__,?/ — _ (—*)* 1 . Q i - i 
-I-

Qi 
_ Q i _ i (—1) i - 4 - 1 

Qi Q,-' Pi 
Qi 

Поставя ту даже вмъсто х, х"', хху, xv • • • • • най
демъ подобныя выражетя для t", f • • • потомъ 
въ (10) вмъсто t", t'", t"- • • • -ихъ величины, полу
чимъ наконецъ 

Qi Qi a 

. ( И ) 

Qi Qi 

p. 

Поставя вмъсто величину его (8), перемъня I 

на t1, х на х/, найдемъ 

Qi Qi a 

I — l'i '--IV 
j : : !x'—x,')-t~ ^—tl^__ 
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Q.-

l 

Q •£ _f_ Q • л 
Пусть _>i >SL_i. = M, где M всегда 

Q* 
больше 1, потому что 

Q / - + - Q i - 1 > Q„ 
тогда 

1 , i y

 1 ( _ i y - ^ V l g ) 

M всегда увеличивается вместе съ Q8- такъ, что 
что чъмъ болъе возмемъ частныхъ qx, ? > ' * ' * t * m * 

(— 1)» 
Q t

a и М будутъ становиться больше; дроби —^— 
съ увеличешемъ М уменьшаются, и смотря по чет
ному или нечетному i, увеличиваютъ или уменьша-
ютъ собою Qi%[x' — х") и проч.; но часъ отъ часу 
меньше, а между тъмъ, при постоянныхъ х!— х" 
та проч., члены Qi^^x*— х") и проч. безпрестанно 
увеличиваются, такъ что безъ чувствительной ^но-
гръшности можемъ допустить, при дальнъйлшхъ 
приближешяхъ 

Qi^xf _ _ ь v ;

 = Qi^x1 — х") и проч. 
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Qs- Q„:» U'—х" .г- .г" 

н~ - нь- - - Л (13). 
х/—ar,v У 

Но въ Формуле (15) остается неизвестное коли
чество а; надо исключить его. 

Мы уже нашли 
a — l'-+-1" нь I'"-\-

— JiQi-i f—1)V 1 1 f_ 

Qi Q/ 3 f 
Qi Qi 

откуда 
( n ~ l ) Q i _ i _ — Q i - i / 1 

I -~ л;' 

1 1 

Q« Qi 

Но известно, что 
f(x) = (л: — (a: — а/') (x — a/") • . • . (x — *(»)), 

fix) ~{x — x") (x — x"') ,-.[x — x(")} 
нь (a: — x') (x — x"1)• • • (x — x(") ) -*-••• etc. 

... / М , /(*) , f*) , / Н 
л- — л/ x — л" я: — .г"' " ' л: — а<и) 

Pi 
Поставимъ вместо аг подходящую дробь будет* 



Pi 
и потому -Q^ -я" 

(n — l ) Q i _ i _ — Q t _ i (—1 
Qi ~ Qi "*~ 

AS) 
ЛЬ) 

J V i \ 

, _ - Q * - i .(- " ~~ 
наконець 

Q» Qi 

или Р,-

' - — — — — о Г н — 
Ль 

Прежде всего заметимъ, что необходимо должно 
быть частное t' > 1, 
покрайней мере; потому что въ (14) вошло а, ко
торое не < 1. Вообще оно, целое число съ дробью. 

*) Рукопись X. лекцш, первоначально составленная, затеря
лась; припоминая читанное Г. Остроградскимт., мы со
ставили ее вновь, придерживаясь изложеппо Лсжавдро-
ву (Theorie des npmbres). Все остальное после Формулы 
(14) сочла за пе лишнее прибавить отъ себя. С. Б. 



— 199 — 

Вторая часть (14) состоять изъ трехъ членовъ: 
разсмотримъ каждый изъ нихъ особенно, чтобъ по
ел* судить, какимъ образомъ вм*ст* они составить 
ц*лое число съ дробью, которую тоже обратимъ въ 
непрерывную съ какою угодно точностно. 

Начнемъ съ посл*дняго ч.щиа, или лучше съ его 
множителя. 

х' — х(п) 

или, что тоже самое, 

1 Т = 

О Т - * " И Г " Q j - ' M 

Величина Т переменяется при разныхъ подходящих* 

дробяхъ " Q ^ ; н о безконечностью сделаться не мо-? 

жетъ, иначе необходимо чтобъ одинъ изъ знамена; 
телей былъ равенъ нулю: 

р . 
1 ~jt — о-

Q; . * - ° ' 
или чтобъ Рг-—Q^c" былъ рацюн. множитель f(x)\ 
а мы разематриваемъ Функцпо, неимеющую такого 
множителя, или его исключимъ еще при отд. корней. 

Между темь, какъ подходящая дробь ~ быстро 

приближается къ корню ad, первое выражение Т есть 
предълъ множителя въ последнемъ члене А; то если 
по прежнему способу (лекц. IX.) станемъ продолжать 
вычислеше частных* и сретавлеще подходяхцихъ 

дробей, до т*хъ пор* пока А = V. ̂ — . Т сделается 
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меньше какой нибудь данной дроби ——, т. е. 

Q 
т 1 

< т 
или Q j > V m T ; 

где Т положи тельное; то погрешность величины t, 
1 

вычисленной по (14), будетъ менее . 

Мы вправе говорить, что величина Т съ увеличе-

шемь у -q7, уменьшается. — Если это докажем* 

дл« одной дроби 
1 D — 

Q7 
то оно будетъ справедливо и для суммы подобных* 
дробей. 

Но взяв* первую производ. отъ D по у, получимъ 

она отрицательная; сталобыть дробь D (лекц. I.) ст. 
Р, 

увеличешемъ у ~ -~г- уменьшается; поэтому и проч. 
И такъ если бы мы могли, хотя приближенно 

знать величину Т, всегда конегную, то могли бы из
бежать утомительнаго составлешя преобразованных* 
уравненш для каждаго новаго частнаго, и прямо на
ходить несколько частныхъ t из* (14), и при tomi 
всегда знать степень приближен.я или погрешность 

Но мы действительно найдем* величину Т, т. с. 

сумму дробей ^ ^я» и П Р ° Ч » произшедшихъ от* 
13 
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разделения 1 на разность между искомымъ корнемъ 
У(х) и ВСЕМИ ея остальными корнями, хотя бы не
которые изъ нихъ были мнимые. Въ самомъ ДЕЛЕ, 
положимъ что одинъ изъ корней 

зк*) — ач- pi, 

то будетъ и другой 

x(*4-l)zzza — pi; 

сумма двухъ дробей 
1 1 _ 2(а/ — а) 

a/ —a —Pi л ; ' - й + J й ; " _ (У~й) J +/3 '^ 
всегда вещественная; и можеть сделаться довольно 
значительною, когда х1-—а, особливо р, очень малы; 
но ни когда не превзойдетъ наибольшей величины 

1 
своей . ' 

/3 
И такъ если f(x) дана целая и рацюнальная, не-

имеющая ращональнаго множителя, то количество 
Т всегда конечное, вещественное, уменьшающееся 
и при томъ не нуль; мы легко найдемь его числен
ную величину. 

Въ - самомъ д е л е , имеемъ 
fix) 1 1 1 1 
f(x) ' x— x' x — x" x—x"1 '' x — M")' 

откуда 
1 ,. 1 , , 1

 =Л*) 1 

X — x" x — x'" ' x •— x(n) fix) X — x/ 

— -- A f'{*) —Л*) , м 5 \ 

цри x~xf, первая часть (15) обращается въ Т, а 
вторая въ v; но это быть не можеть, потому что 
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Т есть конечная величина. И такъ по известному 
правилу взявъ производный числителя и знаменате
ля, получимъ 

Но какъ при xzzix1, и это выражеше принимаетъ 
величину zzz О, что невозможно, то взявъ еще разъ 
производныя числителя и знаменателя, получимъ 

и наконецъ при о; ~ д/, 

Т = • /V) 
Последняя дробь, подходящая къ корню д/, есть 

- ~ , то приближенная величина 

VQ.J 

V О, 

(16). 

Поставя (16) въ (14), получимъ 

r ( l L \ f"( —N) 

' * 13 

(17) 
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Въ (17) мы небросаемъ ни одного члена; но под-
р . 

ставляя вместо х? подходящую дробъ - ~ , больше 
^ * 

или меньше близкую, непременно вводимъ въ вели
чину t' погрешность dt', тоже более или менее зна
чительную; и чрезъ нее въ самомъ корне х/ дела-
емъ погрешность dx*. Сыщемъ ту и другую. 

Если дана fix) степени п вида 
Ал;» - I - Atxn — ъ -+-• • • А„ _ э х * -+- А» — i х -ь А» 

то 

А-^г) = — [АР»» - 1 -• A,P,:»Q,:- • • • 

-+-A„Q/»1 = M 

1 [лАР.» •- 1 -+-(#»—1)АЖР,« - 2 Qi 

- * - A „ - i Q i " - i l = - - - N 

f — — \nln — 

-+- (n—-П in—2U x Pi» - bQi... i Ая-аО^-а"!=- L_ -. R 
Qi" — ~ 

будеть 
, _ ( - l ) ' T N R Q i - 1 \ , , , f , 1 7 y 

Q,- L M 2N • 1'' - 1 j 4 ; ' 
Отсюда погрешность 

Qi5 2N 
Вэявь изъ f8) 
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Р,—Q-д/ — (ZLIL! (18) 
( Q / - . - Q ; _ i ) ^ 1 

подставимъ x' -+- daf вмъсто xt; t' -v~ dt' вмъсто t', 
и вычтя (18), получимъ 

— Qidx' — -pr—7 4 ' - V J-

откуда 

Qit'+dt') ч-Q, _ i Qit'-t-Qi - i 

, Г + Q . - 1 - Q,t' — Qf - 1 — Qjdt' 1 
4 L ( О / -н Q£- _ i ) 3 - 4 - Q^Q/ Q; _ i)<//' J 

(— lyQAft' 
— ( Q / Q i - 1 ) 3 —н Q;(Q/ и- Q, - 1 > * ' 

(~ iyas' 
Q V4-i-t-Q,-Qi-«-jeft' 

^ = " 1 Q P - - 2 N ' 

^ < ^ - ' Q ^ 7 , 2 N 

1 1 R 
или < —^ • -——— — (19;. 

Qi 5 Q a

?-.-i 2N 
Формула, посредствомъ которой легко найдемъ 

предълъ последней подходящей дроби. 

Въ самомъ деле, положимъ, что разлагая ['\ "У въ 
непрерывную дробь, получили 

1 
2-4--

? » 3 -Н &. 
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посмотримъ на которомъ изъ частныхъ qi-t-v, q;~+ 1, 
и проч. должно остановиться. 

Положимъ, что последнее изъ частныхъ, принад
лежащих* корню есть 

и последняя подходящая дробь, посредствомъ его 
получена 

0*-нА 
Разность между ею и корнемъ х', или погреш

ность 

ч ( = * > — \ < - т ^ -лщ 

И такъ разложеше величины t въ непрерывную 
дробь можемъ продолжать до того изъ частныхъ 
qi-t-/,, при которомъ порядокъ (20) не больше поряд
ка (19), потому что dxl, и оба произошли отъ dt, 
И такъ мы остановимся на той изъ новыхъ подхо-
дящихъ дробей, которой знаменатель 

Q {

5Q a»-»-i - д - (21), 

Формула (19) и (21) покажутъ намъ предълъ по
следней подход, дроби; а Форм, (20) назначить, до 
которой десятичной цыФры продолжать делеше той 
дроби, еслибъ захотели привести ее въ десятичную, 

Пояснимъ теперь это примерами, а после приве-
демъ еще нвкоторыя общгя замечашя. 

Лежандръ въ своей Theorie des nombres, въ пояс
нение Лагранжева способа, ищеть корни уравнешя 

хъ — хл — 2* -н 1 zzz 0; 
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и даетъ для одного изъ корней *, слЪдующ{я част
ный и подходящи дроби, выведенныя не изъ Фор
мулы (14), а просто (лекц. IX.) изъ преобразован-
ныхъ уравненш: 

1 1 4 20 2 3 1 б 10 
JL JL — JL Ш 375 1501 1674 1Ш5 115124 
0 1 1 5 101 207 7 2 2 ""929~ 6296~ "65889" 

р . 
Возмемъ г"—3; -т=т-— A ; Q , - _ i ~ l , и подставя 

Qi 5 

въ выражешя входящтя въ Формулу (17), имъемъ 

/ ° ( т ) = - т а 5 ' м = - 1 ' 

/"(т) = 

а изъ (17)' 

или 

10528 „ 1 
515 1 . 

II такъ сразу получили пять частныхъ 
20, 2, 3, 1 и 6, 

принадлежащихъ корню. Последнее частное 2 , не-
принадлежитъ корню; надобно остановиться на дроби 

Р 8 _ 11545 
О, ~ 6296 " 
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Это мы видимъ чрезъ сравнете съ примвромъ Ле-
жандровымъ; но могли бы узнать и по Форм. (19). 
Въ самой вещи, найдя первое частное 

qi+\ — 20, 

заключающееся въ V', получаемъ Q t H _ i n z l 0 1 , и 
изъ (19) 

— 1 22 ^ 1 
(5)5(Ю1}3 ' 105 5400000 

откуда должно взять (21) 
Q, х , не > V5400000 не > 2300. 

И такъ по (19) мы бы должны остановиться на сед-
мой подходящей дроби 

Р 7 1674 
Q 7 ~ 929 

и т е м ь лучше: иногда мы потеряемъ одну подхо
дящую дробь, но никогда не возмемъ лишней. 

р 
Подставимъ теперь -тс— въ (17)'. 

Здесь 

J \ 929 1 

г 1 6 7 4 

929 
Изъ (17), найдемъ 

1 /5570454 
~ 929 (" 559 

и наконецъ 
22614251921222 

~~ 5708552074588 

1 (929)3 ' М = — 559 

3570454 
1 — (929,» ' N = 3570454 

8186 
' ~ 929 ' R = 8186. 

8186 -722 s 

1 7140908 -722 s 

) 
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1 

1 н - т -

Прежде нежели составимъ подходящая дроби, по-
смотримъ на которой должно остановиться. 

Здъсь iz=7; Q;z=:929; Q ^ i = 6296, 
1 

< 24400000000000000000 
и Qt+x не > 4900000000. 

Теперь найдемъ всъ новыя подходяппя дроби 
6 10 5 2 57 1 / 1 

1674 11345 115124 586965 1289054 74065045 75552097 
929 "6296" 63889 325741 715571 41101888 41817259 

1 2 1 1 1 
149355140 224707257 598769614 823476851 1422246465 
82919147 124756406 532391959 457128565 789520524 

1 2 
2245723516 3667969781 /9581662878ч 
1246648689 2036169013 (5354986715/ 

= 6 + ~ 1 10-+-— 5 + В проч. 
И потомъ 

. 1 первый пергодъ 
1 И— -г- 1 

4 н 1 „ 
20 -+• • 1 второй перюдъ 

2-*--=- 1 

' 1 I 
" - Г н - 4 1 , 

а ^ Т - ь 1 1 
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„ 3667969781 
Очевидно что последняя дробь "QQ^QiQgQiy н а ко" 

торой должны остановиться, даетъ осьмнадцать 
цыФръ верных*: последняя дробь перваго пергода, 
1674 „ 
~929~' Д а е т ъ только шесть цыФръ; приближенге 
утроивается. 

Вообще представляется вопросы сколько нужно 
приготовить по первохму способу (лекц. IX.), непол-
ныхъ частныхъ или подходящих* дробей, чтобы 
можно было начать приближенте п о Формуле (17). 

Для этого окончимъ разсмотреше всехъ трех* 
членовъ Формулы (14). О последнем* члене А уже 
говорили, и величину его множителя Т выразили 
Формулою (16). 

Второй членъ (14) 

Qi-i Qi-i _ 1 
Q. ~ Q i - i ?.•-+- Qi-2 Qi~° 

Qi-
Подобнымъ образомъ 

Q*-2 
Qi-i. ~~ 1i-\ 

Qi-i _ J_ 
Q,: ~ Ь 

Qi-
Qi 

l 
qi — i -§- etc. 

Если начнемъ приложеше (17) съ qi— или > 2, 

% ^ 

Далее, въ составь перваго члена вошел* КОЭФИЩ-
ент* а, целое число не < 1; след. первый членъ 

то 
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непременно содержать въ себе целое число, а ино
гда и все первое частное gi^-i получаемое изъ t[. 

Потомъ, при отделенш корня а/, данной f{x) и 
корня У, ея преобразованной Г(у) (лекц. IX.), мы 
всегда имеемъ пределы: 

перваго дг и + 1 

втораго gt и у, - ь 1 

и две строки знаковъ для 

f°, f и Г 

отъ постановледая чиселъ 
qt и qt-t-1; 

след. всегда можемъ разсчитать знаки членовъ (17). 
Нельзя начинать приближения (17) прямо съ це-

лаго числа корня а/, или съ перваго частнаго дт, 
потому что Формула (14) выведена въ предположе-
нш, что Q j _ i H e нуль; а тутъ оно было бы — 0. 

Посмотримь, когда можно начинать приближение 
со второй подходящей дроби: знаменатель ея Q 2 

можеть быть zzz 1 и > 1; пусть знаменатель 

Q, = 1 
/" 

но въ тоже время ~-у?Г~ таково, что сумма 

и еверхъ того эта сумма имеетъ противный знакъ 
съ первымь членомъ 

f 
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то целое число, или неполное частное, въ немъ за
ключающееся, непременно будетъ разниться отъ 
полнаго частнаго, < 1 , т. е. будетъ принадлежать 
корню. 

И такъ когда существуетъ условте (22), можемъ 
начинать приложеше (17) прямо съ второй подхо
дящей дроби, какая бы она ни была, и найдемъ по 
меньшей мере одно частное, принадлежащее кор
ню. Но если знаменатель второй подходящей дроби 
Q , ~ или > 2, то всегда можемъ начинать съ нее 
приложение Формулы (17), даже хотя бы yc.iOBie 
(22) не удовлетворялось, потому что изъ (19) все
гда будетъ покрайнъй мере: 

djc<< -----—.<—_<0.03. 
Qi' Q 2 * ' H - 1 2 N ^ ( 2 ) 5 

Въ примере мы начали первое приближеше по 
(17) съ г~Ъ, или съ третьей подходящей дроби 

Q 3 ~ 4 ' 

не можемъ ли, какъ сей часъ заметили, начать со 
ВТОр эй 

Р . 2 
Q . - 1 " 

Q , - = : l ; Q , - _ i = l ; Q, ;_ . - i=f 

Л т) = 1; Лт) = б; Af) = l0 . 

Изъ (22) имъемъ 

— IL Q / Q - - 1 (__ 1£ 
У ~*~ (—1)» - 1 ^ 12"*" 

съ т*мъ же знакомь что и ~у~ zzz f, 



Сталобыть со второй подходящей дроби нельзя 
ЗДЕСЬ начинать приближение по (17), изъ котораго 
получили бы 

* = - ( f - . | - # - l ) = 6i 

и gi-t-i вышло бы 6, а должно быть 4, и это по
тому что Q£- < 2 *). 

*) Мы не то хотели сказать, чтобы Формулу (17) нельзя бы
ло прилагать вообще ко второй подходящем дроби, но что 
при Q 2 = 1 , она не всегда даетъ сразу настоящую вели
чину третьяго частнаго, однако после песколькихъ 
подстаповлешн наведетъ непременно на истин, величину у 5 ; 
даже такъ, что еслибъ мы въ первый разъ подставили 
на удачу какую ннбудь дробь, и тогда Форм. (17) черезъ 
несколько пр1емовъ наведете на истинную величину треть
яго частнаго. Но очень можеть случиться, что эти приемы 
потребуютъ больше работы, нежели составлеш'е и рьше-
nie двухъ нреобрлзованяыхъ уравненш (лекц. IX.). 

Это очевидно изъ свойства самой Формулы (17): она 
выражаетъ полное, верное частное, непременно целое чи
сло съ дробью, н притомъ положительное; то если мы 
подставимь Фальшивое частное, она сей часъ покажете по
правку, которую въ немъ должно сделать, т. е. она даетг. 
для t величину Фальшивую, или отрнц., по большей части 
дробную, или полож. но тоже дробную. Мы убавимъ или 
увеличимъ Фальшивое частное на найденное число t, со-
ставимъ чрезъ него подход, дробь, снова подставимъ и. (17), 
и если въ другой, треин и проч. разы будемъ получать 
для t отриц. величины, или положит, но дробныя, столько 
разовъ сделаешь поправку въ Фальшивомъ частиомъ, до 
тЬхъ поръ, пока лридемъ къ истинной величины его , отъ 
ностановлешя которой получимъ для * положит, целое 
число съ дробью, что непременно должно случиться. 
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Но если знаменатель Q?- второй дроби, съ которой 
хотимъ начать щшложеше ( 1 7 ) , = : или > 2, при-
ближеше всегда будетъ върно. 

Въ пашемъ примт>ръ отъ постановлен! л полу
де* 

лупили частное дъ — 6. 
Сыщемъ подходящая дроби 

1 1 6 
1_ J _ _3 1 5 
О 1 Т 7 " 

Подставим* 

-*L——. i—Ъ Qi Л; 

f 

J53 

227 
~7*~ 
64 

, N = 227 

и получимъ 

/ " = -у- , В. = 64, 

1 /227 5 2 > 
7V"85" 237 , 

65078 1_ 
2 . 131887 ~ 3 + & 

Такимъ образомъ нашли новую величину третьяго частиаго 

6— — = 6 — ? = 4 . 

Поступивши точно также сь q%—!\, увидим*, что оно 
есть истинное; но узнаемъ ото поел* двухъ подетаиовле-
•ни. 
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Напримвръ Лежандръ даеть для другаго корня, 
того же уравнешя, слФдукяпш частныя и подходя-
ныл дроби 

Возмемъ еще на удачу 
"г., = 7 

будетъ 
1 1 7 

F T 1 8 ' 

3; Q ; _ i = l - , / - = ^ , M = 517 

74 

/ " = - £ - , R = 74. Потомъ 

H ГЛ'БД. 

_ 1 / 4 5 7 _ 37 

1_ 
4гь &. 

? s = 7 - i = 7 _ 4 = 3 . 
4 

Взявъ q-b — 5, за новое частное, получимъ 

2» - 1 - г--— М — 1 3 

-Q- - 4 , У - дз > - А-> 

59 
/ ' = — - , N = 59 
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0 2 Л SO 

т tttV И П Р ° Ч -

Взявъ i = 2 , Q t .= :2 , Q;_ i :=r l , получимъ для (22) 

— • Л Q,Q/-1 _ _ g 2 _ _ _ л 7 

S/» "*" ( _ lj .-t- i — — 2 9 «т-

Здесь оно съ первымъ членомъ, ~y~i имъетъ раз

ный знакъ, и притомъ Q f -^:2 , то взявъ 

М — — 1, N = — 9 ; 11 = 2 , получимъ 

Подставя въ (17), получимъ 
, 1 / 59 17 \ 

2935 
3058 

Опять для £ нашли тоже Фальшивую величину, дробную, 
и будетъ искомое частное 

? J = : 3 1 

2955 
3068 
3068 

"2935" 
или исключив* целое число 

— 3 нн 

_ / , 153 \ 

Накоиецъ подстася qi = 4, уверились бы, что оно 
истинное частное, тъмъ, что для t нашли бы целое и по
ложительное число съ дробью какъ уже и видели. 

И такъ говоря строго, «орм. (17) всегда можно при
лагать прямо къ второй подходящей дробя, какая бы она 
ни была, но не всегда выгодно. 



откуда у, = 4. 

Формула (19) даетъ 
1 1 

ТшТ • • —s< — (2)3 (9)* ' — f ^ 5832 

знаменатель подходящей дроби, на которой должно 
остановиться, будетъ (21) 

г не >V5832 

не > 76. 

И такъ должно остановиться на дроби 

потому что слъдующая 

Р 

Qj — " 

4 . _ _ 8 _ j _ 

4 

Для другаго примера возмемъ уравнеше лнамени-
таго Ньютона 

котораго корень Фурье вычислилъ до 32 десятич-
ныхх ц ы Ф р ъ (Analyse ties equations determinees). 
Именно 
я : = г 2 , 09455148154232659148238654057930 

Мы легко найдемъ первыя два частныя qt ZZZ 2, 
у, — 10, и две первыя подходяшдя дроби 

Р, _ 2 Р, _ 2 1 
Q , ~ 1 ' Q, " Ю ; 
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и какъ Q 3 > 2, то см*ло можемъ начать с ъ второй 
дроби. 

Здесь 

(10): 
21 ч 1123 

(10)= 
21 \ 126 

, 21 , 1 Ш N _ m 5 

10 
, R = 126. 

Изъ (17) 

/ _ 1 / Ш 5 126 , 2 5 7 7 5 6 6 . 
' ~ 10 X "61 2246 ~ у 1 5 7 0 0 6 0 ' 

2 + T 1 1 

' * т * ( й ) 
посмотримъ, сколько изъ этихъ частныхъ принад
лежать корню. Имея Q.— 10, Qf-t-i — 11, изъ 
(19) найдемъ 

1 1 126 1 
(10) 5 (11)» 2246 ^2156873 

Знаменатель последней изъ подходящихъ дробей 
долженъ быть 

Qi-t-г не >V2156875 не > 1668. 

Напишемъ все подходяппя дроби: 
2 10 1 1 2 1 3 10 
1 ^ М_ _М W 1U 155 576 , 5915 

1Г 1 "10" ИТ "21 "53" 74" 275 ( 2824") 
И такъ мы должны остановиться на седмой подхо
дящей дроби 



Погрешность (20) 

Четыре десятичный цыФры верны. Подстановлеше 
начали со второй подходящей дроби, которая не 
давала ни одной десятичной цыФры. Приближение 
идетъ вчетверо. 

Подставимъ теперь въ (17) i~7. 

f— М = - Ш 9 

/'= Р р к = 8 4 4 0 7 8 

8М078 5456 \ 
~ 275 I 13У9 1688156 ) 
_ 1250172137056 J_ 1 

~ "649475817100 ~*~ 1 н- 1 , 
12-»-— 1 

найдемъ 
первый нерюдъ 

' = » * i L | 1 1 

1 -+- —- 1 , 
* ~*~ "сГ 1 в т о Р о и перюд*. 

5-+-— 1 
1-+- •=- 1 

1** 



— 212 — 

:> — 1 -
.4 - 4 - — 1 . 

2нн — 1 

подходящи дроои: 
2 10 1 1 2 1 5 1 1 

JL 2 _?1 J!i ^ 111 111 111 Jl1 

0 "T~ 16" ТГ ~W "55" "7T 275 549 
12 3 5 1 1 2 

1307 16415 50552 269175 319727 588902 624 7837 24155 128512 152647 281159 
1 6 1 10 

1497531 2086433 14016129 16102562 
714965 996124 6691709 7687833 

1 
/I75Q41749\ 
[ 85570039 j * 

Изъ (19) имъелгь 

1 1 1728 
(275)3 ' (54yi3 • 844078 

1 
" 1218000000000000 ' 

Знаменатель (21) последней подход, дроби будет* 

Qi-;. не >V1218000000000000 

не > 34000000; 

должно остановиться на 18 дроби 



— 213 — 

Въ первый NPIEMB имели только четыре цыФры, а 
теперь четырнадцать. Легко разсчитать сколько по
лучимъ цыФръ отъ постановлена последней подхо-

р 
ходящей дроби -рг^- и т. д. 

Вообще заметимъ, что при вычислеши корней 
f f" 

по этому способу, надобно въ (17) вместо ~- и 
подставить напередъ самыя Функщй въ буквахъ, за-

мънить х чрезъ -л-г, и сокративши, тогда уже под-

ставлять вместо Р и Q ихъ численныя величины; 
иначе, при болынихъ подстановлентяхъ, можно сде
лать важны я ошибки, или покрайней мере лишшя 
умножешя. 

Такъ въ последнемъ примере, имея 
* / о — х Ъ _ с 1 х _ . Ъ 

f — 3 ^ — 2 
f"= 6х 

подставимъ въ (17) и получимъ 

(__ \)'[ З.г 3 —- 2 6х Q,Q, - 1 j 
t'zzz Qr [хъ — c2x — 5 2(3JT3 — 2) (-

Р/ 
m заменя x чрезъ -~r\-, 
— (— *)'T (3Pia — 2Q;*)Q/ 3P;:Qt-

Q'3 LP,-5 — 2P,-Q,* — 5Q,-J ЗР г ' — 2Qr 

Q;Q;-i 

наконецъ 
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, _ ( — 1 > T 3P ,» — 2Q,;» 5 P , 

' ~ ~QT~LP. 5 — 2P,-Q,-A — 3P,- 9 — 2Q; a 

Это же самое выражено въ (17)' посредствомъ М, 
П и л * ) . 

Способы отдълешя корней предложенные въ лек-
цтяхъ IV., VII. и IX. открыты недавно. Прежде ихъ 
Геометры не имели ни какого правильнаго способа, 
кром* того, который предложенъ знаменитымъ ав-
торомъ Аналитической Механики. 

Этотъ способъ требуетъ составлешя такъ называ-
емаго уравнешя „въ квадратахъ разностей"; сколько 
онъ остроуменъ и удовлетворителенъ по теорш, столь
ко же непроходимь и труденъ въ практик*, даже 
для уравненш не высокихъ степеней. Поэтому, при 
нынъшнихъ легкихъ способахъ не можетъ быть упо-
требляемъ, и относится более къ Исторш Науки, 
чемъ къ самой Наук*. Мы разскажемъ его въ н*-
сколькихъ словахъ. 

Лагранжъ отыскиваетъ сперва положительные кор
ни /{ос), потомъ перем*нивъ въ ней а: на — х, по
лу чаетъ новую Функцтю f{—х)\ тоже ищеть по-
ложительныхъ ея корней, которые будутъ отрица
тельными корнями прежней /\ху 

*) Время не позволило вполне обработать эту статью, на
писанную при самомъ печаташи, и развить ея друпя лю-
бопытпыл подробности. Но мы встретимся еще съ нею 
въ Трансцендентномъ Анализе. 
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Прямо нельзя видеть, какъ это сделать: наприм. 
подставимъ вместо х, 1, 2 и проч.; если f(x) имъ-
етъ тотъ же знакъ, не можемъ заключить, что въ 
ней между этими пределами нътъ корней; также 
если она н переменить знакъ отъ подстановлешя 
двухъ целыхъ чиселъ, — не можемъ сказать, что 
тутъ только одинъ корень. Этимъ путемъ тогда 
только могли бы отделить корни, когда бы Функ
щя переменила, отъ различяыхъ подстановленш, 
свой знакъ столько разовъ, сколько единицъ въ сте
пени уравнешя; это самый частный случай, въ ко
торомъ должны быть все корни вещественные. 

Но если бы мы знали наименьшую разность между 
корнями, тогда могли бы отделить корни скоро; 
именно, пусть эта разность а; поставимъ вместо 
х, а, 2а, За ; между двумя смежными изъ 
этихъ предВловь, будетъ заключаться или одинъ ко
рень, или ни одного, и уже теперь постоянство 
знака будетъ говорить, что между взятыми преде
лами нетъ корня. Между 0 и а можетъ быть или 
ни одного корня, или только одинъ. 

Очень бы легко отделить корни, еслибъ мы зна
ли а. Но какъ найти а? — вотъ это требуетъ боль-
шихъ вычислешй и потому неудобно. Покажемъ какъ 
это делается. 

Пусть хх и. хг два корня f(x); разность ихъ 
хг — хх~ и, то 

хг —xt-t- и, 

следственно j~(xx)~0 и / { х х -ни) — О, 
или 

/ ( * , - + - » ) Ч - -f ^ 1 П г , ) - 4 - . . . = 0 . ..(А]. 
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Между уравнешями 
/ ^ 0 = 0. и (А) 

исключив* хг, получимъ уравнете въ и, котораго 
степень будетъ т(т — 1), ежели т есть степень 
f{x); потому что оно должно содержать разности 
т корней, всячески переставленныхъ по два. 
Т(и) будетъ содержать все четныя степени и, и 
потому положивъ u%zzzz, получимъ F(z), которой 

т[т — 1) 
степень будетъ — j — ^ . 

Ежели найдемъ наименьшей предЪлъ корня уравн, 
F(z) — 0, то задача ртлиена. 

Если f(x) будетъ 10 степени, то степень F(z) бу-
т(т — 1) 10.9 деть 3 ^ = - ^ - = 45. 

Одинъ трудъ, написать уравнеше 45 степени, уже 
невыносимъ. Коши объявилъ, что онъ нашелъ пре-
дВлъ наименьшей разности корней, не составляя 
уравнешя F(z), но еще не обнародовалъ. 

Самое превосходное отдълеше корней будетъ, какъ 
уже видъли (лекц. IX.), когда способъ Фурье соеди-
нимъ съ непрерывными дробями; и тъмъ болЪе, что 
здъсь вмъств съ отдълешемъ, начинается и самое 
вычислеше ихъ, по меньшей мвръ до первыхъ де« 
сятнчцыхъ цыфръ. 
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Л Е К Ц 1 Я X L 

Вычисленье корней. 

Линейное приближете. 

Показавши способъ вычислять приближенную ве
личину корней посредствомъ непрерьнзньгхъ дробей, 
разсмотримъ теперь другой способъ, ведущтй къ то
му же, инымъ путемъ. Во многихъ случаяхъ онъ 
проще перваго (лекц. IX.); а въ соединенш съ нимь 
неоставляетъ ничего болъе желать для вычисл. корней. 

Ньютонъ первый предложилъ его; но въ томъ 
видв, — самъ знаменитый Авторъ это зналъ, — 
онъ былъ очень недостаточенъ; ни самъ Ньютонъ, 
ни другге Геометры не могли исправить его. Ла-
гранжъ считалъ исправление это труднымъ, даже 
невозможнымъ, и предложилъ свой способъ: мы 
уже знаемъ его. Фурье исправилъ всъ недостатки 
и усовершенствовалъ способъ Ньютона такъ, что 
теперь онъ очень въренъ, оченъ простъ, и даетъ 
величину корня съ такимъ прцближешемъ, какъ 
угодно. 
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Разсмотримъ напередъ, въ чемъ состоитъ сооствен-
но способъ Ньютона, его недостатки и потомъ у со
вершенствованы!, въ немъ сдъланныя Фурье. Нью-
тонъ требуетъ вопервыхъ: чтобы предълы а и Ъ 
корня fix) были сближены между собою такъ, чтобъ 
разность ихъ была < 0,1: 

Ъ — ы<0,1. 

Тогда пусть истинная величина корня 

x~a-t-z (1) 
будетъ 

0 = / (а s) =Л«) *Ла) •+• -*-••' 

по положение» Ъ—а<0,1, то уже подавно 2<0,1 и 
г 3 < 0,01, почему члены, содержащая z* и высппя 
степени можно пренебречь; и будетъ: 

f(a) + zf(a) = 0, 

Вставя въ (1), получимъ 

Это по Ньютону первая приближенная величина 
корня. Съ этою величиною а' должно поступать 
такъ, какъ поступали съ а, и получимъ новую при
ближенную величину корня 

_. „/ _. fa') „// 
f \ a i 

Точно такое же дълаемъ прнближеше къ корню 
съ другаго предела Ъ. 
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Хотя кажется здвсь приближаемся къ корню, но 
можетъ случиться, что мы удалимся отъ него, псре-
шагнувъ за прежше пределы; это и есть главный 
недостатокъ Ньютонова способа. Другой, также не 
маловажный, состоить въ томъ, что когда станемь 

/м 
въ самой вещи делить -туг-., приводя, напримВръ, въ 

J W 
десятичныя дроби, то не знаемъ сколько десятин-
ныхъ цыФръ принадлежать корню, и сколько лиш-
нихъ; поэтому принуждены были искать приблн-
женныя величины корня съ обоихъ предъловъ, н 
брать обшдя въ нихъ десятичныя цыФры, за ЦЫФ-
ры принадлежащтя корню. Это конечно справедливо, 
но утомительно. Эти - то два главные недостатка 
исправилъ Фурье. Не станемъ разсматривать неудо
влетворительность Ньютонова способа во всехъ слу-
чаяхъ, довольно показать это для одного какого ни
будь случая. Имъемъ 

О —f{a •+- z] — f{a) нн zf'[a -t- 6z) (лекц. I.) 
-м . 

истинная величина корня 

. -До) 

Ньютонъ не обращалъ вшшашя на знаки произ
водныхъ Функщй; и такъ пусть случилось бы въ 
чаетномъ примере: /(~ с) 

w -
<*) 

Въ (3) мы не знаемъ ни д, ни z, и приближаясь 
къ корню должны употребить (2). Ньютонъ пред-
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полагаетъ, что мы приближаемся къ корню следо
вательно, а' ближе къ корню чемъ а; посмотримъ: 
между а и a-v-Qz, f(x) можетъ иметь корень, такъ 
что для f'ip0) 

(а) — или f'(a) съ •—; 
(a-t-Bz)-—I- или f[a-\~Qz) съ 

но по положенно f(x) 
(а) —• или fin) съ •—; 

то по Формуле (2), приближенная величина корня 
будетъ а' ~ а — некоторая величина, т. е. меньше 
малаго предела; вотъ тутъ по способу Ньютона мы 
перешагнули за менышй пределъ, о т о ш л и , а не 
приблизились къ корню. По Формуле же (Ъ) мы 
получимъ истинную величину корня х ~ а -*- не
которая величина. 

Фурье исправилъ это; на недостатки Ньютонова 
способа навело его построеше: пусть OA ось абциссъ, 
Оа менышй пределъ корня, ~ а, ас ~f(a), ob — Ъ, 
болышй пределъ, be~f(b), of корень fix) которутю 
представляютъ ординаты кривой cdfe. Очевидно, что 

~1У ^ есть подкасательная as въ точке с и новый 
Ла) 
пределъ а -+- у>,а^ есть og, т. е. мы чрезъ это не 
приблизились къ корню, а отдалились отъ него; 
делая теперь съ новою приближенною величиною 
og корня, тоже самое, т. е. проведя касательную Кк, 
и взявъ приближенную величину^ Og вместе съ под-
касательною gk, получимъ величину ближе къ корню; 
но тутъ мы приближаемся такъ сказать ощупью. 

Разсматривая подобным* образомъ пределъ Ь, ви-

димъ, что приближенная величина корня Ь— ~/Щ 
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будетъ od, потому что f//. —Id; и такъ въ этомъ 

случа* приближенная величина перешла даже по 
Другую СТОрОНу КОрНЯ. ИЗЪ ЭТОГО ВИДИМЬ, К.1К1Я 
важныя недостатки и ошибки могутъ быть въ при-
ближеши корней по способу Ньютона; но отъ чего 
все это происходить? Фурье ясно видвль, что при
чина всему этому зигзаки въ кривой; но зигзаки 
бываютъ тогда, когда кривая имеетъ наиболышя и 
наименьшая ординаты, т. е. когда fix) уничтожает
ся; чтобъ небыло зигзаковъ, надобно чтобъ fix) 
не уничтожалась, не имела ни одного корня меж
ду пределами а и Ъ. II Фурье говорить: надоб
но до тъхъ поръ сближать предълы корней, пока 
между этими пределами ни 1-я производная, ни 2-я, 
ни 3-я не станутъ уничтожаться: или, при подста-
новлеши въ нихъ пределовъ а и Ъ, дадутъ теже 
знаки; напримеръ 

Л*) = ж5 -+- 9х — 11 
fx) = Ъх% -+• 2 
f(x) = 6х f\x) = 6 

f f J" f" 
1 — +-

1 0 0 0 
2 - i i - 1 

0 0 0 0 
1 0 0 0 

Вотъ въ этомъ уравненш пределы сближены такъ, 
какъ требуетъ Фурье, и значить, можемъ присту
пить къ приближенно. Но по Ньютону этаго сбли
жения недостаточно (разность между пределами еще 
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> 0,1) и надлежало бы делать еще несколько лиш-
нихъ подраздвленш. И такъ вообще способъ, испра
вленный Фурье, требуетъ такихъ пределовъ чтобъ 
строка разностей имела видъ 1 • 0 • 0 • 0. Ежели этого 
не будетъ для двухъ какихъ нибудь величинъ, долж
но подраздълять еще пределы пока доетигнемъ; но 
мы ни когда недостигнемъ, ежели fx) въ одно вре
мя уничтожается съ f[x) или fix), т. е. имеетъ съ 
ними общихъ множителей; съ fix) въ одно время 
она исчезать не можетъ, потому что fix) не име
етъ равныхъ корней по предположению. И такъ 
прежде нежели приступимъ къ нахождению ряда 
1-0-0-0, надобно попробовать, не имеетъ ли 2-я и 
3-я производная общаго множителя съ начальною; 
ежели онъ есть, мы его найдемъ и тотчасъ получимъ 
корень; если нетъ, будемъ поступать но правилу 
сближения пределовъ. Положимъ, что мы достигли 
этаго ряда, который не есть частный случай, но об
щее свойство корней. (См. лекц. V. таб. 3 стр. 93.) 
Тутъ могутъ быть разные случаи, зависяпие отъ 
знаковъ, которые будутъ иметь поел* постановлешя 
обоихъ пределовъ а и Ъ, 

fix), fix), fix), fix). 
Возмемъ одинъ изъ этихъ случаевъ и разберемъ 

его въ подробности; что скажемъ объ немъ, тоже 
самое после прнменимъ и ко всемъ другимъ слу-
чаямъ *) 

*) Ихъ четыре t 
1-й случай. 

(а';.. . н -t- - н 
-4- -4- Ч- (""рт* в > 



— 225 — 

И такъ пусть 
/ И Л*) Л*) /"'(*) 

(а) — -+- чь -+- далее какте 
1 0 0 0 угодно знаки. 

( . . . . . _|_ _|_ _|_ _f_ 

0 0 0 0 
1 0 0 0. 

Положимъ х rz: a + z , будетъ 
о =г / (я -+- г) —/[а] чь г/'!а чь 0г) 

/("•) 
" ~ /'(« -+- 051 

У(«) отрицательная, сталобыть — У(А) положитель
ная; У (я) и У(&) положительныя; но и f"[x) тоже 
положительная между пределами а и Ь, значить fix) 
между теми пределами увеличивается, такъ что 

Дачь&г)>Л«), 
следовательно: 

- / (< 
< 

(а).. 
(*)•• 

(«)•• 
(*).. 

(«)•• 

-У(д) 
-f\a-*-6z) ^ /\а) 

2-й случай 
» - fc ^ е р т _ А 1 

_1_ — -§-

3-й случай 
~* — (черт. с). 

4-й случай 
Н -+• =Ь (черх. d). 
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и приближенная величина корня по Ньютону (2) 

а _ и Ла) 

будетъ больше корня х (4), т. е. предвлъ а!, кото
рому слъдуетъ быть малымъ, перейдетъ черезъ х 
и сделается болыпимъ пределомъ. Это же можно 
видеть и по чертежу: f[x) можетъ быть представ
лена кривою cgd, потому, что она изъ •—- перехо
дить въ -+- и имеетъ /"{я) положительною, следо
вательно обращается впалостио къ оси абциссъ. Про-

/ И 
ведя въ точке с касательную, видимъ что jjrx-zzzae, 
и теперешнш пределъ будетъ ое, т. е. больше кор
ня og, изъ малаго сделается болыпимъ, перейдетъ 
по другую сторону корня. И такъ способъ Ньютона 
и въ предположенш, что 1-я, 2-я и 3-я производи, 
не имеютъ корней между пределами, не точень, ве-
детъ къ ложнымъ выводамъ. Но Фурье замечаетъ: 
ежели вместо f'(a), возмемъ f'(?>'), то, как г. мы уже 
заметили, что У(х) увеличивается между пределами 
а и Ъ, будетъ 

— / ( « ) > , У Ч . 
/>-*-&) ' f\b) 

то 

f\b) /'{а -+- Qz 

Вотъ эта новая приближенная величина корня 



будетъ меньше корня a-t- z и больше а; потому 
что a ~ - t - нъкотор. величина; значить, теперь мы 
точно приближаемся къ корню. До этихъ следствий 
можемъ достигнуть не иначе, какъ предположивъ, 
что 1-я производная функщя увеличивается, т. е. 
что 2-я имъетъ знакъ -+-, или не имъетъ корня 
между пределами; посль увидимъ для чего надобно, 
чтобъ и 3-я не имела корня между теми же пре
делами. 

Теперь станемъ приближаться къ корню съ дру-
гаго предела Ъ. Пусть х~Ъ — г1. 

О =ДЪ _ z>) =fib) - zf'(b _ 6z>), 

j - M . 

истинная величина корня 

ДЬ) . 
Ab-6z>Y 

ДЬ) ДЬ) ДФ) т 
1 0 и Ж

 < / ц = Щ в е л ш г а н ы Ж и
 ~7¥=Щ 

положительныя, следовательно 

ЛЬ) 

Д\ь) 
будетъ больше корня х и меньше Ъ. Вотъ съ 
этого предела и Ньютоновъ способъ вВренъ: при
ближается къ корню; и такъ для одного предела 
Ньютоновъ способъ хорошъ, и именно для того, при 
которомъ Дх) и Л ' { х ) имеютъ одинъ знакъ. Этоже 
видно на приложенных* чертежахъ. Но для другаго 
требуете изменешя, сделаннаго Фурье. 

15 
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Съ этими а и /3, приближенными величинами кор
ня, поступаемъ также, какъ съ а и Ъ, находимъ 
новые, еще ближе. 

/ —/(«) 

* = ' - ^ " * 
Подобно этому случаю легко разберемъ и всъ 

остальные, и мы это сдълаемъ въ конце статьи, а 
теперь, для того же случая посмотримъ, какъ узнать, 
до которой десятичной цыФры продолжать делеше, 
чтобъ иметь цыФры, действительно принадлежащая 
корню и небрать лишнихъ. 

Во первыхъ видимъ, что если въ а и /5 произве-
демь въ самой вещи делентс дробей 

. / « : / ' > • _ 
Л * Р Л * ) ' 

то сколько въ обвихъ частныхъ будетъ одннаковыхъ 
цыФръ, столько ихъ принадлежитъ корню; осталь-
ныя надо бросить; мы тутъ можеть быть отбрасы-
ваемъ некоторыя изъ цыФръ, принадлежащихъ кор
ню, но за то не делаемъ ошибки, не беремь цыФръ, 
во все, можетъ быть, не принадлежащихъ ему. 

Если приближение требуется до большаго числа 
десятичныхъ, наприм. до 10, 20 и более, то чтобъ 
находить цыФры , принадлежашдя корню, должно 
приближаться съ обоихъ пределовъ, производя не
посредственное делеше, и брать одинаковыя цыФры 
въ обенхъ приближенных» величинахъ, за цыФры, 
прннлдлежатщя корню. Тогда это делеше, неизб*ж-
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ное въ каждомъ новомъ еближенга пределовъ, будет 
до чрезвычайности утомительно. 

Мы покажемъ способъ, прямо узнавать, до кото
рой десятичной продолжать дълеше, чтобъ иметь 
цыФры точно принадлежашдя корню. 

Пусть Ъ — а~ А 
/9 — а ~ А', то а — Ъ — А. 

Поставивъ въ (5) вместо а его величину, получимъ 

а-л~Ш d~~7W 
но 

/\Ь - А) =/{Ь) - А/\Ъ) ± - / " ( « 5 - к А) (лекц. Г> 
2 

следовательно 

, ЛЬ) А-/"{Ъ-1А)_ A* f'jb-U) 
Л») 2 /"(b) - Р 2 /Щ 

откуда 

* - Р « - З Д 4 ) (Ь, 

Эта Формула тотчасъ покажетъ, до какой десятич
ной простирать делеше, чтобъ не взять лишнихъ 
цыФръ непринадлежащихъ корню. Мы предположи
ли, что f'"{x) между пределами а и b неимеетъ 
корня *) и притомъ она съ сталобыть f"{x) при 
увеличивающемся х увеличивается, такъ что 

*) Вогь теперь ввдвмъ, для чего иужпо чтоб* и Л " яеии*-
ла корпя между а и Ъ. 

15' 
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/ " ( » - A J ) </"(*), 
/"(ь — М) /"{Ъ) 

"«этому /Щ '<J®> 
A* fib) 

следовательно A' < -g - (7). 
Подставя въ (7) вместо Ъ его численную величи

ну, положимъ, что нашли 

та ' 
въ тоже время положимъ, что разность между пер
выми пределами 

А—Ъ — а — 0,001 
будетъ А'< (0,001) 0,4. 

Заменя 0,4, для простоты вычисления, единицей 
высшаго порядка, т. е. 1, получимъ А' и подавно 
меньше (0,001) а-1; или 

А'< 0,000001, 
т. е. пределы а и /3 будутъ разниться въ 6-й цы-
Фре меньше чемъ на 1; пять цыФръ можно взять 
какъ верныя принадлежащая корню. 
Мы можетъ быть отбросимъ истинную цыФру, при-
надлежащую корню, но покрайней мере будемъ ру
чаться, что пять первыхъ цЫФръ точно' принадле
жать корню. 

Взявъ найденные 6 цыФръ, попробуем* какой знакъ 
имеет* f{pc) для этой величины, если тотже, что 
и для предшествовавшаго большаго предела, то это 
будетъ новый болышй пределъ; убавя 6-ю цьюру 
единицею получимъ новый менышй; или ежели эти 
6 цыФръ дають f(x) знакъ меньшаго предела, т. е. 
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будутъ новымъ меньшимъ пределомъ, то ирибавя 
единицу къ 6-й цыФръ, получимъ большш. 

Съ новыми пределами поступим* также: продол
жая до тВхъ поръ, пока получимъ корень съ желае-
мымъ числомъ десятичныхъ цыФръ. 

При вычислении приближенной величины корня 
бываетъ надобность, очень большое число делить 
на очень большое; при условш, до сколькихъ деся
тичныхъ должно получить частное, производя дЪле-
ше по обьпшовенному правилу, употребимъ много 
лишней работы, и потому Фурье предложилъ дру
гой npicMb дВлешя, который весьма облегчает* ра
боту тъмъ, что нетребуетъ помножешя каждой цы
Фры частнаго на все; цыФры делителя, или онъ мо
жетъ доставлять искомые знаки частнаго, имея толь
ко несколько первыхъ знаковъ дЬлимаго и делителя. 

Пусть требуется разделить 

234567819 

на 354721353 

съ темь, чтобъ иметь въ частномъ 4 десятичныя 
цыФры. 

Для этого возмемъ въ делителе несколько зна
ковъ, наприм. три, т. е. 554. На это число раздЬ-
лимъ первые 4 знака, 2545, делимаго, получимъ въ 
частномъ 6. Вычтя изъ 2345 произведете 554-6 
= 2124, въ остатке будемъ иметь 221; къ этому 
остатку сношу следующш за числомъ 2345 знакъ 
6, и изъ этихъ 2216 вычту произведете 6 на 7, 
т. е. 1-й знакъ частнаго числа, умноженный на 4-й 
знакъ делителя. Исправленный остатокъ 2174 раз-
делимъ на 354, получимъ въ частномъ 6, вторую 
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цыфру частнаго, которою умножа 35ч и вычтя это 
произведете, 2124, изъ 2164 найдемъ остатокъ 50, 
къ нему сношу следующую пыФру дълимаго 7, бу
детъ 507, этотъ остатокъ должно уменьшить про-
изведешемъ перваго частнаго числа на 5-й знакъ 
делителя, вм*ст* съ произведешемъ 2-го частнаго 
числа на 4-й знакъ двлителя, т. е. надобно изъ 507 
вычесть: 6-2 -+- 6 - 7 ~ 54, получится остатокъ 453; 
съ нимъ поступать также какъ съ остаткомъ 2174, 
и продолжать подобнымъ образомъ далъе до т*хъ 
поръ, пока получимъ въ частномъ столько цыФръ 

десятичныхъ, сколько нужно. Очевидно, что ЗДЕСЬ 

тоже самое двлается, что и въ обыкновенномъ спо
соб* д*ленш, только въ отличномъ несколько по
рядке. Такимъ образомъ действие, нами описанное, 
представится въ следу ющемъ виде: 

354721353 2 3 4 5 6 7 8 1 9 
2124 

6.7 

6 . 2 -Н6 . 7 = 

2 2 1 6 
42_ 

2174 
2124 

0,6612 

507 
54 

4 5 3 
354 

6.1 н-6 .2 ~ь 1.7:= 
998 

о.ч 
975 
708. 

Для легкости делешя, даже могли бы взять въ 
делителе не три знака 354, но только два: 35, и 
поступая также, достигнули бы тогоже. 
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Способъ, нами излагаемый, безпрестанно требуетъ 
численныхъ величинъ / ° , / ' , / " , / ' " • • • для каждыхъ 
пределовъ новаго приближения. Утомительно было 
бы всякой разъ, для получения этихъ Функцш, вста
влять каждый предълъ снова во весь рядъ ихъ. 

Слвдующш пргемъ много облегчить работу, осо
бенно при болынихъ степеняхъ: нужно только од
нажды иметь численныя величины f°, f, /", Д" • • • 
для какого нибудь предела а, чтобъ очень просто 
вывести изъ нихъ численныя величины для другаго 
предьла а', когда разность а' — а известна. 

Действительно, пусть даны численныя величины 

/(«) Л«) Л(«) л » • ' 
найти f{a>) f(a>) f»(cf) f'\a') 

a'—-azzzh тоже дано: будетъ a/'zzzu h; 

Да + h) =Да) +' bf\a) -~Д'{а) ч-... 

f'{a+h) =Д{а) ч- hf'ia) + ~-f»{a)+... • 

f\a4~h)-f{a) + bf!l<a) -H - ^ / » - H . .. 

Стоить только вникнуть въ составь этихъ строкъ, 
опредъллющихъ 

чтобы понять то упрощеше, которое мы намерены 
предложить. 

Напишемъ численныя величины 
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въ строку, и будемъ помножать, начиная съ левой 
руки со 2-го члена на Л, и ставить произведете 
2-го члена на Л подъ нервымъ членомъ 1-й строки; 
3-го, подъ 2-мъ и т. д.; съ этою новою строкою 
поступимъ точно также какъ съ предшедшею, по
множая уже не на Л, а на начиная опять со 2-го 
члена, и ставя произведете подъ 1-мъ членомъ, по
лучимъ 5-ю строку. Для получешя четвертой, надо 
помножить 3-ю на начиная съ второго члена и 
ставя произведете отъ него, все подъ первымъ. Сум
ма всехъ первыхъ членовъ этихъ строкъ очевидно 
будетъ Да-t-h), вторыхъ f'{ar+-h), третьихъ J"{a-+-h)... 

Действительно 

Л*) Л»)» /"(«). / ' » • / * » 1 . данная строка 

Л / » , hf'(a), hf»>{a), ty» 2. „ 

~f'(a), -£-/"'(«), —/»(«), 3. „ „ 

A3 7*3 
Jzf»> *• » 

SA^°) • 5- » » 

Да и- Й), fia нь Л), Д'{а и- А), /'"{а -ь h). 

П р и м е р ь . 
Пусть 

Дх) — ж 5 нь 2л; — 11 
/'(.г) = 5дга нь 2 

/"(*) = 6 х 

Д'(х)=2в 
x—\z=za а'~ 1,1 А — 0,1. 
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— 8,469 / V ) = 5,63 /"(af) = 6,6 /'"(а') = 6-

f(a) = - 8 Л») = 5 Па) = 6 f"(a)z=6 

0,1 0,5 0,6 0,6 

0,05 0,03 0,03 

0,053 . . . . 0,001 



Л Е К Ц 1 Я X I I . 

Линейное приближенье» 
(Продолжеше.) 

Показавши эти пр!емы дълешя и вычисления про
изводныхъ Функщй, облегчаюпце работу, воротимся 
опять къ Формул* (7), которая даетъ намъ отно-
шеше между А' и А, разностями новыхъ и прежнихъ 
предъловъ, и покажетъ степень новаго приближешя. 
Въ самой вещи, имъя 

A f"[1> 
въ каждомъ частномъ случав найдемъ л и УФ) 
въ числахъ, замЪнимъ эти числа единицами высше
го порядка, такъ что если наприм. J r = 0 - 4 7 , то 
мы замънимъ его 1 ; вмъсто • — 2.47, поставимъ 

•V к") 
10. 
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Вообще единицу всякаго порядка можно выразить 
такъ: 

или (0-1), 
когда J9Z-.0; (0 • l)p r z 1 

р = 1; (0-1)Р = 0-1 
p=z%; (0-1)Р:=0-01 
р~Ъ; {0-iy = 0 - 0 0 1 и т. д. 

Это единицы дробныя разныхь порядковъ. Цълыя 
единицы получимъ такъ 
когда р~ — 1; то (0- 1)Р = {~)-г= Ю 

р — — 1; (0-l)P = ( - ; V ) -»=100 
^ = — 3; (0-1>» = ( ^ ) - » = 1 0 0 0 . 

и т. д. 

И такъ положимъ 

^ = (0Л)?у ^ - = ( 0 . 1 / 

будетъ по (7) 

Л' < [(0 • 1 ) з г • (0 -1)/> = (0 • 1) 3? >] (8) 
приближение будетъ тогда успешное, когда поря-
докъ А' будетъ хотя единицею более порядка А,- а 
для этого нужно 

Ч-+-р>ч С9) 
или q > — р. 

Въ самой вещи (7) можно написать такъ: 

(0Л)з? 
й < "(0Л) : ? ' 

ежели q — />, то 
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т. е. А' и А будутъ одного порядка, и приближеше 
ничего не выиграете; напротив* оно будетъ еще 
удаляться когда 

Я<~Р-

Это значить, что пределы а и /3 не довольно 
еще сближены; и въ новую величину корня не при-
будетъ ни одинъ десятичный знакъ. 

Пояснишь это примером* надъ уравнешемъ, ко
торое уже брали въ конце лекцш IX. 

х5-*-2х — 11, З сс а - ь2 , баг, 6, 
видели, что между пределами 1 и 2, строка разно
стей 

1, О, О, О 
удовлетворяет* нашимъ услов1ямъ, т. е. ни первая, 
ни вторая, ни третья производная Функщя между 
теми пределами не имеютъ корней; иначе нельзя 
бы делать приближешя. 

Начнемъ съ того предела, для котораго j\x) и 
f"(x) имеютъ одинаковый знакъ, какъ здесь, -§-. 

Найдемъ численныя величины всехъ Функцш для 
обоихъ пределовъ 

Л*) Л*) /"(*) Л'(*) 
(1) — 8 5 6 6 
(2) 1 14 12 6, 

подставимъ 
в-Ъ~% = Ь ^ - = 3 — ^ = 3 — 0.0714 
н Л») 4 

но еще не знаемъ на которой цыФре остановиться. 
Возмемъ изъ (7) 

а < Л ЗДй) ' 
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9 —1 = 1=: (0 .1)° ; и q: 0; 

Заменл единицею высшаго порядка, имеемъ 

: (0 .1 ) °=1 ; И / » = а 
Но и q — О, сталобыть здесь Щ-ь-р~р, условге 
(9) неудовлетворяется: приближения начинать нель
зя, не сблизивъ теснее пределы. 

И такъ возмемъ 

V=zb—h, и А = — 0 - 1 , и г/ = 2 — 0 - 1 = 1.9 
вмъсто того, чтобъ подставлять эту новую величи
ну во все производный Функцш, употребимъ пока
занный выше пргемъ. 

0. i. п. m. 
2 1 14 12 6 

h=z — 0.1 — 1.4 — 1 . 2 - 0.6 
h 
2 ~~ 

0.1 
2 0.06 0.05 

h _ 
5 

0.1 
3 - 0 . 0 0 1 

X 1.9 — 0.541 12.83 11.4 6 
х — 2 -f-1 14 12 6 

Искомый корень действительно заключенъ между 

этими пределами. Здесь ~уЩ — iri и л и * — (0Д)°* 

р = 0; J = 2 — 1-9 = (0.1) 1 ; q = l 
2q-*-p>q 

разность между новыми пределами 
А1 < (0 • lfv -+-Р < (0 • 1) а < 0 • 01. 
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X = 1.9 — 0.341 12.83 11.4 6 
h = 0.03 0.2566 0.388 0.13 

h 
3 

= 0.01 0.00228 0.0012 

h 
3 

_ 0.02 
3 о.оооооа 

X -= 1.92... — 0.082116 13-0592 11.52 6. 

Здесъ y(l-92) имеетъ тотже знакъ, что и У(1*9); 
сталобыть черезъ корень перешагнули: онъ заклю
чается между 1-95 и 1-92. И такъ 

Делеше можно продолжать до второй десятичной 
цыФры, т. е. 

У=й—s = S—Ж- = 3 — Л = 3 - 0 Л 7 . . . = 1.95.... 
У W 

Эта величина больше корня. 

Еслибы не пренебрегая цыфрами, идущими за 
0-07••• -заменили ихъ единицею высшаго порядка 
и взяли 0-08, то сдълавъ 

3 — 0.08 — 1.92, 

мы можетъ быть перешагнули черезъ корень, и 
отсюда получимъ два предела близыя 

1-93 и 1-92, 

а если не перешагнемъ, то пределы будутъ 

1-92 и 1-91. 

Чтобъ узнать это, подставимъ где 
А = 0-02. И такъ 
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a — : l - 9 2 , 5 = 1 - 9 5 

и h~ : 0-01. 

f f f" f" 
х — 1.92 — 0.082116 13.0592 11.52 6 
h = 0.01 0-130592 0-1152 
h 
2 ~~ 

0.01 
2 0.00057 

X — 1-93 -i-0-049053 13.1747 11.52 6. 

Возмемъ Формулу (7) и приложимъ ее къ но-
вымъ предъламъ 1-92 и 1-93 

2 / (6 ) • 

ЗДЕСЬ 

1"{Ь) 11.58 или 1 = (0.1)°,? = 0; У\Ь) ~ 2X13.1747 

А = 1-93 — 1-92 = 0-01 = (0-1) а , q — <2. 

2% ~*-р>Р> (р) удовлетворяется, 
то А' < (0 • if'i -+-Р < (0 -1)* < 0 • 0001. 

Д*леше можемъ продолжать до четвертой десятич
ной включительно. Приближенная величина корня 
будетъ разниться отъ истинной менъе 1 въ четвер
той десятичной цыФръ. 

V — Ъ 
№ 1.95 

0 - 0 4 9 0 5 5 

1 5 . 1 7 4 7 " ' 

При дъленга такихъ болшихъ чиселъ употребимъ 
способъ вьппе показанный. 



— 940 — 

49053 15-1747 
59 0.0037 
100 

3 X 1 = _ з 
97 
91. 

Дальше продолжать не нужно. 
Новая приближенная величина корня будетъ 

V = 1 • 93 — 0 • 0037 = 1 • 9263. 

Эта величина больше истиннаго корня. 
Если бы не пренебрегая следующими цыФрами 

двлешя, заменили ихъ единицею высшаго порядка, 
взявъ 

0-0038, 

тогда У = 1-9262. 

Надо удостовериться, перешагнули или непере
шагнули мы черезъ корень. Для этаго найдемъ 
численную величину f(x) для х = 1-9262 

h~ — 0-0038 

X — 193 -t-0 049053 13.1747 —11-58 6 
h = — 0.0038 — 0.05006383 0.05006396 0-228 
h 
2 

— 0-0019 н- 0-0000856076,0.0004332 

h _ 
5 ~ — 0-0012 — 0.0000005192 

X — 1.9262 — 0-0009271722 15.131129 11.352 6 

Ясно, что перешагнули за корень; сталобыть но
вые пределы его: 
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а' = 1-9262, У— 1-9263. 

Чтобъ получить всъ Функцш для л;=1-9263, им*-
емъ А = н~ 0-0001 

1.9262 —0.0009271722 13-131129 11.352 6 
h - -н 0.0001 0-0013131129 0-0011552 0-0006 
h _ 
2 ~ 

0.0001 _i 
2 

0-0000000567 0-00000003 

h _ 
а 

0-000 

х — 1.9263 -4-0.0003859974 13-13226423 11.3526 6 

Зд*съ 

V = У M l 
А") 

1.9265 0.0003859974 
Т37132264230' 

Посмотримъ до какой цыФры производить дВлеше. 
Им*я 

11-35. или (0.1)°, т. е. p=z0; 
У\У) ~ 2(15.132...) 

А = 1 - 9 2 6 3 — 1-9262 = 0 0001 = (0-1)*, q = 4; 

q-*-p>p, 

А'<(0Л)* =0 -00000001 ; 

дълеше можемъ продолжать до оеьмой цыФры вклю
чительно. Раздвливъ въ самой вещи будетъ: 

V = 1 - 9263 — 0 • 00002939 = 1.92627061. 

Здесь 7 цыФръ принадлежать корню, потому что 
они общдя для обоихъ пределовъ. 

16 
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Д*0 0,00002940, 

тогда W—\-9236 — 0• 00002940 = 1.92627060. 

Надо теперь узнать, мы перешагнули черезъ корень 
или нътъ, для .этаго найдемъ численную величину 
f{x) и ея производныхъ при х ~ 1 • 92627060 

h = — 0-00002940 

/ /' f" f" 
х= 1.9263 0.0003859974 13.13226423 11-3526 6 
h=—0.00002940...—0 • 0003860886—0.00035218— 0.0018 
h=—0 • 00001470... -+- 0.0000000049-*-0.00000005 
А=—0.00000980...—0 • 0000000000000003 
3 

х = 1.92627060...— 0.0000000863 13.13193049 11.3508 6. 

Ясно что этотъ предълъ меньше корня, т. е. мы 
перешагнули черезъ корень; предълы будутъ: 

а" — 1 • 92627060 н У = 1-92627061. 

х = 1.92627060 — 0.0000000865 13.15193049 11.3508 6 
А = 0.00000001 -+- 0.0000001313193 0.000000115508 0.00000006 
А = 0.000000005 

* = 1.92627061...-f- 0.0000000450195 15.151930603508 11.3508 6 

Чтобъ получить еще десятичные знаки для кор
ня, примемъ цыФры, оставленный при дълеюи, за 
единицу высшаго порядка, такъ: 
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13.151930603508 

Чтобъ узнать до какой цыФры производить дъде-
ше имеемъ: А = 0-00000001 = (0-1) 8 , д~8 

fib") 11.3508 , л л ч„ 
W ) = 3(15-151952) И Л И (0Л)°>/> = ° 

2д-ь-р>р 

А' < [ (0 - 1 ) 1 6 = 0 - 0000000000000001 ]. 

Делеше можно продолжать до 16-й цыФры, где 
въ самомъ деле получимъ 

V" — 1•92627061 — 0•0000000034282327 

= 1-9262706065717673 

15 цыф.ръ десятичныхъ принадлежать корню. 

Еслибы захотели продолжать дальше, получили 
бы следующее приближение въ 52, потомъ въ 64 
и т. д. десятичныхъ цыФръ. 

При небольшомъ навыке способъ этотъ чрезвы
чайно простъ. 

Заметимъ, что если, передъ этимъ, делая при
ближение до четырехъ цыФръ, продолжимъ делеше 
до 5-й цыФры, то получимъ 

М. = 0.00373, 

^ = 1-93 —0-00372 = 1-92628 

0.000000450193 

16» 
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верно съ последнею величиною до 4-й цьторы вклю
чительно. И такъ въ выраженш 

заменяя числа единицами высшаго порядка, мы 
въ большей части случаевъ теряемъ одну истинную 
десятичную цыФру, но за то имеемъ ту выгоду, что 
ни когда не ошибемся и не возмемъ ни одной цы
Фры, не принадлежащей корню. 

Пусть еще для примера уравнеше, надъ которымъ 
знаменитый Ньютонъ объяснилъ свой способъ. 

Именно: хъ— 9х—5, Ъх* — 2, 6х, б 

строка разностей согласна съ требовашемъ. 

Посмотримъ сперва, достаточно ли сближены 
пределы, чтобъ начинать приближеше 

И такъ приближеше отъ этихъ пределовъ нельзя 
начинать: Ньютонъ справедливо требовалъ чтобъ 
разность пределовъ была меньше 0-1. Сблизимъ 

(2) 
•(3) 

— 1, н -10 , -+-12, -+-G 
-+-16, -+-25, -+-18, -+-б 

1 0 0 0, 
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Подставя въ предложенное уравнеше, получимъ пре
образованное 

Кг) 10j* — б/ — 1 =у*(у — 10) — 6у — 1* 

Здесь съ перваго взгляда видно, что всъ числа 
отъ 0 до 10 даютъ F ( j )m—; n p n j = l l , F(l l )=-+-: 
корень заключается между 10 и 11; взявъ 

х: 2 -и- - i . — 2 • 1, 

получимъ величину больше корня, который по это
му заключается между 2 и 2• 1 ; J < 0 • 1, можно на
чинать приближеше. Имея 

х — 2 — 1 10 12 б 
А = 0.1 1-0 1-2 0.6 
h 
2 "~ 

0.1 
2 0-06 0.03 

h 0 1 
3 

0.001 

(2.1).. .4-0-061 11-23 12.6 6. 

Посмотримь до которой цыФры продолжать дълеше: 

- ^ „ = 0, 

J = 0 .1 = (0.1)«; j = l j 

J'<(0.lfs-*-P<(0-iy; 

следовательно до двухъ цыФръ. Начнемъ отъ боль-
шаго предела 2 -1 , потому что для него J\b) п f"(b) 
съ одинаковым* знакомь, будетъ 



— 246 — 

2 2 1 0 
1 0 0 0. 

Строка разностей удовлетворяетъ условно. Прибли-
жеше начать можно. Здесь 

fid) отрицательная, 

f(b) положительная, 

У[а) — 0, гдъ а корень, 

У (а) и У(Ь) положительный, 

fix) съ увеличешемъ х между а и Ъ уменьшается, 
потому что f"(x) между этими пределами имеетъ 
знакъ —; поэтому /'(а) > f'ip)-

/"{а) и У'(6) обе отрицательный. 

У"{х) между а п Ъ увеличивается, 

х- е. fid) <УЩ 

Здесь по способу Ньютона приближешс начинать 

Ь - b f ( b ) - 11-33 

Сдълавь въ самой вещи, получимъ 

У — 2 . 1 — 0.005 = 2-09 

Разсмотримъ теперь друие случаи знаковъ. Поло
жимъ, что f{?c), отъ постановлешя вмъсто х двухъ 
предвловъ а и Ъ, даетъ следуюпця строки знаковъ: 

ч — -+- — -#- далее каше нибудь 
а> 3 2 1 0 
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должно съ малаго предела а, потому что Да) и /"(а) 
обе съ одинаковымъ знакомъ. Формула (3) даетъ 

—/И _ Да) 

* - а * д ^ Щ ~ а ^д^ТЩ• 

Но f'(a)>f'(a-*~6z), то 

Л«) . 
/'(« + &)-V'(a) ' 

следовательно 
Л«) 
Л(«) 

будете величина больше а и меньше корня х, такъ 
что не перейдемъ черезъ предблъ а, и приблизим
ся къ корню; и такъ действительно приближеше 
надо здесь начать отъ малаго предела. 

Чтобъ узнать, до сколькихъ десятичньгхъ продол
жать делеше, въ теперешнемъ случае, т. е. при
ближаясь съ малаго предела, вместо Формулы (б) 
должно употребить следующую 

Действительно, приближаясь отъ предела а, будетъ 

Да -*- J) =/(«} dfia) -н —/"(а + Щ 

/ » Л 2 /'(«) 
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4 0 0 0 

Строка разностей удовлетворяет* условно: прибли
жение начать можно; для х~0, f[x) и fix) об* 

—• _ 4l ^) 
- a /'(e) 2 /'(a) 

откуда 

, = = (10). 

Теперь мы можемъ найти до скольких* десятич
ныхъ должно продолжать дълеше; въ самомъ двлв 
мы уже сказали, что 

/»(а)</»(а+Щ</"(Ь), 

то 
f>(a + Xd) f'[b) 

УХ») 2/W 
ы 

d,<*iw w 
исправленная Формула (7). 

Поясним* это примъромь. 

f (x)z=z х 3 — Ъх*-*-8х — 2 
f (х) — Ъх* — 8х-*-8 
f'[x)~ Ъх — Ъ 
f"(x) — 6. 

(0) • • • • — -*- —• -+-
{%)•••• -*~ н V-
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съ —; приолижеше должно начать съ малаго пре
дела. 

Но напередъ сблизимъ пределы по способу не-
прерывныхъ дробей. 

Пусть X~ZZLJ будетъ 

F(j) = 2 j 3 — 8 j 3 -1- 4 j — 1 = J 3 ( 2 J — 8) -+- Ну — 1 

У-Ъ -
j zzz 4 -+-. 

Пусть j = 3 i , найдемъ 
ф) = 7z 3 — Юл 3 — 10*—2=*»(7я—10)—10г—2 

Пусть 2 = 2 -+- Й 5 получимъ 

^м) = : 6м 3 — 34и а —32м—7 =и 3 (6и—34)—52м — 7 
Ы = 6 
и — 7 

Пусть и = 6 -+- у, будетъ 

z(*)=127£ 3 — 208£3 —74* — 6 

= «а(127* — 208) — 74* — 6. 

Положивъ t — 1 -+- г , будеть 
ф(*) = 161* 5 и- 183* 3 — 175л- — 127 

= 53(161s 183) — 1735 — 127 

5 = 0 
s — 1 | -+-

н 5: :д> где 



— 2 5 0 — 

х — 0 —2 8 — 8 6 
-*- h = 0-288 2,304 — 2-304 2.128 

7» 
"*~ 3 ~~ 

0.144 — 0.331776 0.306432 

% 0-097 0-029417472 

Z. — 0-288 -+-0.001641473 6.602432—5.872 6 
А = -- 0-001 —0.006602432-+-0 • 005872—0 • 006 
h 
2 ~ 

0.001 
2 

-0.000002936-ь0.000003 

Л 
3 ~ 

0-001 
3 —0-000000001 

а — 0.287 —0-004963897 6.608307—5.878 6. 

/"(&) 5.872 
И такъ для Формулы •Щ^=Щб7бЖТ7)или п р я * 

A(0) = 1 2 7 0 3 1 7 3 0 * — 1 8 3 0 —161 

0 = 1 I — 
0 = 2 | -ь . 

Теперь имъемъ 

л = 1 г = Н = °#*8 

, = 4- 1 ^ = о,ш. 
3 н 

3 

Ёжелибы взяли еще два частныя, получили бы 
а = 0-287 
Ъ = 0-288. 

Сыщемъ теперь численныя величины всъхъ функ
щй, для обоихъ предъловъ. 



— 251 — 

нимая это за единицу высшаго порядка, т. е. 1, 

будетъ 1 = (0,1)°, р = 0 

А — 0,001 г = (ОД)3; q — Ъ 
Л'<(0,1)2-*-?/><(0,1)6. 

Дълеше можемъ продолжать до 6-й цыФры. 

• / («) 

: 0,287-* 0,004963897 
6,608306 

И такъ приближенная величина корня: 
« '=0 ,287753 

Сдълавъ новое подстановлеше во всв Функцш, для 
новыхъ предъловъ, нашли бы величину корня въ 
двенадцати десятичныхъ знакахъ. 

Мы не станемъ больше подробно разсматривать 
другихъ случаевъ, гдв строки знаковъ удовлетворя-
юшдя условию строки разностей 

1 0 0 0, 

будутъ отличаться отъ тъхъ, кактя до сихъ поръ 
разсматривалн. Всякой легко самъ увидитъ, отъ 
какого предъла начинать приближеше, какую Фор
мулу взять, (7) или (10) и какш измънешя въ нихъ 
сдвлать. 

Напримъръ въ случав 
cczzza — -1- -t- — -t-

3 2 2 1 0 
х~Ъ нь чь -I 1-

2 2 2 1 0 
"Ч о о о о . 
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и А' < Л 

покажетъ, какъ далеко продолжать делеше, чтобъ 
получить десятичныя, принадлежащая корню. 

Этимъ окончимъ линейное приближеше и займемся 
приблнжешемъ втораго порядка. 

Ньютоново приближение надо начинать съ большаго 
предела Ъ} потому что /(b) и f"(b) имъютъ для него 
тотже знакъ. Для узнашя до сколькихъ десятич. про
должать делеше, должно взять Формулу (7) и въ 
ней сделать следующее изменеше. Такъ какъ f"(x) 
съ увеличешемъ х уменьшается, потому что f"'(x) 
съ — ; то f'(b) < f"(b — ХА) < /"(а) 

/'•{Ь— ХА)^/"{а)\ 



Л Е К Ц 1 Я X I I I . 

Приближенье второго порядка. 

Въ линейномъ приближения, развернувши f(a-+y) 
въ рядъ, мы бросали всв члены, въ которыхъ' сте
пени у выше первой; очевидно, что вычислеше 
корней будетъ гораздо успешнее, если въ разложе-
шп / ( а + j ) оставимъ члены, нетолько съ первою, 
но и съ второю степенью у, бросивъ третью и 
выспия его степени, по малости ихъ въ сравненга 
съ теми. 

Этотъ новый родъ приближешя, для отлич1я отъ 
перваго, называемъ „приближенхемъ втораго поряд
ка." 

Напишемъ данную функщю и все ея производныя 

Л*)*Л*)>Л*) •/"(*)• 
Пусть а и о два предела, между которыми заклю
чается корень /(х), такхе, что между ими, первая, 
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вторая, третья и даже четвертая производныя, не-
имъютъ ни одного корня; иначе, будемъ ихъ сбли
жать пока выполнится это условге, всегда возможное. 

I. И такъ, отъ постановлешя а и Ъ получили 
двв строки знаковъ 

0 I. п. ш. 
(а) 1- H I — I — I - -f-
(S) -t 1 — I - - I — I - - I 

1 0 0 0 0; 
друие случаи разсмотримъ послт». 

ЗДЕСЬ f[cb) отрицательная, съ увеличешемъ а, уве
личивается, потому что f'{a) съ нь; f[a) и f"{a) 
тоже увеличиваются. 

Напротивъ f(b), У'(р) и f"(b) отъ Ъ къ а, т. е. съ 
уменыпешемъ Ъ, уменьшаются. 

Пусть истинная величина корня f[x) 

х — а -л-у; 

къ малому пределу надо прибавить у положитель
ное; будетъ 

0 -=Да _ьу) =/(«) + у / ' ( а ) н- -t- ^'(аЛ^.Дх). 

Послъдшй членъ положительный; если мы бросимъ 
его, вторая часть fix) уменьшится, и получимъ не
равенство 

Л*) >Л«) - xfb) -^/»; 

СЛЕД. Да)+у/Ха)+-£-/"(а)<0...Т(Г), 
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') Или можемъ такъ разсуждать: въ разложеши 

О =,/{а + у) =f{a)+yfXa) + ^fXa) + j^f"'(a-*-ey) 

съ увеличешемъ у } вторая часть увеличивается, потому 
что f съ -Н, если бросвмъ послъднш членъ, мы умень-
шимъ вторую часть, то чтобъ вознаградить умеиыпеше 
второй части и сохранить прежнее равенство съ иулемъ, 
надобно увеличить у, т. е. F(y) = 0 
даета у больше настоящаго. 

когда Х = 0, f(x) и F(j) об* =Да), 

обе отрицательный; когда у отъ нуля начнеть уве
личиваться, f{x) прежде сделается = 0 , чемъ F(^), 
т. е. чтобъ сдълать 

ад=о, 
у понадобится больше настоящаго *); следств. если 

%)="^V -*-А«)г -ь /W = о 
решимъ по у , и получимъ 

то дадтагь у величину больше настоящей. Въ тоже 
время f{a) и f"[a) съ противными знаками, то про-
изведете, Ч/а/"а отрицательное и 

V ( . / » * - yaf'a = V(.A)» -+- Щ"а), 

то когда радикалъ возмемъ съ - t - , 

ач~у 
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перешагнет* за корень; если радикалъ возмемъ съ 
—, у будетъ отрицательный, уменьшить малый пре-
.дВлъ а, и новый корень переступить за малый пре
делъ. Чтоже надо сделать? Вмъсто f"[ci) напишемъ 
f"(b), и какъ f" отъ а къ Ъ увеличивается или 
/"(Ь)>/%ач-&у), то изъ 

УН =Л») яЛ») -+- -^-У> н- е» 
получимъ 

К о г д а ^ = 0 , Длг) и д>(у) обращаются об* въ У(я), 
отрицательную; когда _у отъ нуля начнетъ увеличи-
чиваться, <р(у) прежде сд*лается г г 0, ч*мъ У(ж)> 
т. е. при меньшемъ у; и такъ, сдблавъ 

¥j) = -Л»}г -ьУ(«) = о 
получимъ 

v _ - Л") ± У(Лд)а ~ W'b ,х 
Г — у / / 6 • • • ш 

меньше настоящаго; и какъ V\f'a)*4-(SLfqf''b) > У (я), 
то взявъ радикалъ съ чь, найдемъ для у величину 
положительную, меньше настоящей; и придавъ ее 
къ малому пределу, будетъ 

а<а ч-у <х; 

новый корень а-+-у, между малымъ предЬломъ а и 
настоящимъ корнемъ х: приблизимся къ нему. 

Начнемъ теперь отъ болыпаго предела Ъ. Здесь 
fb и f'b съ одинаковымъ знакомь. 



Пусть х — Ь—~z, 
будетъ 

0 = / Р - * ) =Л*) ~ ЗГИ ~ь - ^Lf»{b - 6z) 

и потомъ неравенство: 

• /(6) - zf\b) + - J- /"(S)>0 . . . F(Z). 

Если бросимъ послъднш отрицательный членъ, 
вторая часть f(x) увеличится и сделается — F(z); 
и какъ въ этомъ разложеши съ увеличешемъ z, 
f{b—z) уменьшается, то изъ уравнешя 

Щ - -fb ч-fib) = О 

получимъ z больше настоящаго, именно: 

_ЛЬ)-у/(/'Ь)--щ"ь 

Напротивъ 
__f(>b)-\(foy-%fbf»a 

s__ (ж), 
будетъ меньше настоящаго; и какъ здесь fb и f"b 
обе съ -+-, то 

<{fby — ybf'b<fb, 

и потому z будетъ положительное, съ какимъ бы 
знакомь радикалъ ни взяли. Но не обе величины 
z для насъ выгодны. Въ Формуле {£) или {£)' мы 
должны взять радикаль съ темь знакомь, который 
приведетъ къ линейному приближешю; а это будетъ, 
когда возмемъ съ —. 

17 
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Въ самомъ двлъ, если въ F(z) к о э Ф и п д е н т ъ при 
я 3 сдвлаемъ = 0 , тогда одинъ изъ корней будетъ 
z zzi со *), а другой, какъ въ линейномъ приближе-
юи, 

, - ->*_. 
f'b ' 

туже величину для z получимъ изъ (я), когда ради
калъ возмемъ съ —; именно: 

\>(fb)*-%fbf"b=fb 1 — <2fbf"b 
(f'b)- J 

[f'bY \f'b)b 

подставя въ (г), получимъ 

f'b -f'b H-

& 

f(b)/W"{b). (fbYif'vfif'b)* 

i f / '*) 5 

когда сдълаемъ f"(b)z^0, то 

f'b 

f'b; 

'} He худо здъсь припомнить известное изъ элементарных* 
курсовъ: если въ уравненш 

Ах« | Ват» — 1ч- О " — 2 ч_.. . Чг-Каг* ч- La? ч- М = 0. . . (х) 

сдЬлаемъ х — у, получимъ 
Ач-ВучнСу^ч- .... ч-Ку« — 2 ч- Ъуп — 1 -+- Му" = 0 . . . (у); 

и когда А = 0, то одииъ изъ корней (у) будетъ у = 0, и 
слъдств. х — Когда А := 0 и В •=;(), то въ уравненш 
(х) будутъ два корня X = 00 II т. д. 

Остальные найдутся. 
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Л») 
Но какъ выгоду линейнаго приближения мы уже 

ВИДЕЛИ, то тъмъ еще более выгодно приближеше 
втораго порядка, но только тогда, когда сдвлаемъ 
его по неисправлсннымъ ФОРМУЛАМЪ (у) и (z), отъ ко-
которыхъ: a -t-y переходить за корень и становится 
болыпимъ предьломъ, и Ъ — я , тоже переходя за 
корень, делается малымъ предьломъ; эти*предълы 
гораздо ближе между собою, чъмъ по исправлен-
нымъ Формулам* (у)' и (z)': тутъ почти не выгод
нее лияейнаго, особливо вначалъ. 

Разсмотримъ теперь друие случаи: 
2) Когда имеемъ строки 

0 I. п. ш. 
(а) — - I - - F - . — - I - -§— 

(#) - I — н -ч 1- -+ -

1 0 0 0 0 
то взявъ отъ болыпаго предела 

0 =ДЬ - z) =ДЬ) - *дь +^д"ъ - ~Д"{Ь - 0»).. . / И , 

получимъ fb - zf'b J^-Д'б < \Дх) = 0] F(s). 

F(z) — 0 даетъ z меньше настоящей величины; оть 
малаго предела здесь надобно взять 

Да) + уЛач--£-Л'(а)>0. ..tfy); 

изъ F(z)~0 и <р(у) zzz 0, получимъ 

У jra ;---W-
17' 



— 960 — 

_№->Hfb)*-lLfbf"b . 

О i. ц. ш. 
(a) -§- — н 1—i- -t-
(b) 1—i- нь i 

1 0 0 0 0. 
Здесь отъ предела a, 

fa+yfa -t- -£ - / "« < 0 . . . . Щ; 

и F(jr) = 0, дасть "̂ меньше настоящего; 

оть предела й надобно взять 

fb-zfb-+--£-^>0....q{z)y 

изъ F(j) и <js(z) = 0, получимъ 

радикалъ взяли съ -+-, потому что только онъ ве-
детъ къ линейному приближенно. 

fb—>j{fb* — Щ/"Ь. 
Z ~ f* ' 

0 J . п. ш. 
(а) I 1- • • 
(Ь) -н — -+- • -

1 0 0 0 
Когда возмемъ 

/ а ~н yfa I -£LfiJVh<{x)=i 0 ] . . . . F<r); 



— 261 — 

то изъ ¥(у)~0, получить j меньше настоящей; 
и взявъ радикалъ съ -+-, найдемъ 

5. Если отъ постановлешя въ рядъ производныхъ 
функщй двухъ чиселъ а та. Ъ, получимъ строки 

О I. п. ш. 
(а) 1 1 н -+-
(Ь) - I — н 1—н - i -

1 0 0 0 0 , 

то разсуждая какъ въ первомь случат., найдемъ 

0 = / ( « н-у) -fa Ч-yfa +- £ - / " « - ь | ^ / > + - 0 у ) . . .fx); 

и 

Л«) + -^-f'b> 0. • • F(y); 

сдълавъ F(y) m 0 , получимъ 

Л'* 
0 i. н. ш . 

б ( « ) — н 
(4)..' н «- н 

1 0 0 0 0 

ЗДЕСЬ надо взять 

Л*)-ЛС*)*-з~ / , / 6 < 0' 
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f'b - УЦЩ^%/б/><ь 
f\b) • 

0 i. ii. in. 

7 • ( » ) - * " 

Получимъ тоже 

" ~~ f"b 

Наконецъ 

8. W' 

найдемъ 
/>Ъ-У1{/'Ъу-Щ/"а 

f a ' 

И такъ по приближенно втораго порядка можно 
вычислять корни съ выгодою только отъ одного 
предела, потому что въ большей части разсмотрен-
ныхъ случаевъ, отъ другаго предела, величина, вы
численная по неисправленной Формуле, непереходитъ 
за корень; а если бы захотели вычислять отъ обо
ихъ пределовъ по исправленнымь Формуламъ, и удо
вольствоваться общими ихъ цифрами, то не полу
чили бы ни какой выгоды предъ линейн. приближе-
шемъ, особливо вначале; но вычислеше было бы го
раздо сложнее; след. здесь еще необходимее найти 
такую же простую Формулу, какъ въ линейномъ 
приближении Формула (7), посредствомъ которой мо
гли бы узнавать, до какой десятичной продолжать 
делеше и извлечете радикала. 
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Но этого ни Фурье, ни другой кто 'ИшыГюдок* 
тровъ до сихъ поръ не изслъдовалъ, и иотому**то 
приближеше втораго порядка, не смотря на видимое 
преимущество передъ линейнымъ, оставалось безъ 
употреблешя. 

Формулу ту можно найти следующимъ образомъ: 
Пусть разность между прежними пределами 

Ъ — а—А--• (1); 
новые предълы беремъ отъ неисправленныхъ Фор-
мулъ: 

большой V — а -+-у, малый a' ~b — z. 
Сдълаемъ А' ~а ~+-у •— (b — z). 

Требуется найти отношение между А' и А такое, 
которое тотчасъ бы показывало степень приближе-
шя а' и V; сначала для 1-го случая; къ осталь-
нымъ легко будетъ применить. 

Изъ (1) взявъ а~Ъ — А, и поставя въ 

о у = а -! ^—^—• 
1 /"а 

получимъ 
а -л- у — (Ь—А) -+-

-f(h - J U ^{/'{Ь-А)У-Уф - b)f'(b - А) 

Въ приближенга 2-го порядка условились вообще 

*) Г. Остроградсыи во время лекцш, написавши *ормулу (2), 
не продол жзлъ далее-, а замътивь, что по разложенш всъхъ 
членовъ ея вь <рлдьх, можно, чрез* улачпов преобрадовашс 
и сокрЩе1не,вы«вот11 искомую заввоиаюсть между и А, 
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-V (Я А -ь A*(f")* —ZJfS" -t- J y / ' " — J 5 ( . . . . ) 

_ ^ — A*{f"Y н- %Aff" Uf'f" Uff" 

-Alff + AK----) 

- \Tf> - W" - ЛУУ" нь 4p"> - луг» 

- ^(f'Y-W 
x Aff"~%Aff" A*ff 

\fr~w" [f)%-mu\ . 

предложилъ слушателям* самим* заняться этимъ изыска-
шемъ.Мм^рчлиаа, нужное< не оставлять вопроса не 
конченным*,,, и выведя #ор*^лу.(5) пояснили прим*ромъ, 
взъ кохораго депо усматривается превосходство, прибли
жения втораго .порядка перед* линейиимъ. С Б. 

отбрасывать и -потому въ разложениях* подъ 
радикалом* не станем* писать его; будетъ 

, Ж - 4) ~Л7-.4& • * • ^ Г ' ъ ~ * 

f(h^:A) =zf6 - Af'b+<~f"b - & 
/ " ( й - А) =f»b-Af'"b-*-~f"b - &, 

и' пропуская букву Ь подъ знаками f,fn проч., 
получнмъ 

[f\b— A)f -(/*)»н-4%f"* — Wf"ДУГ" — А\--А 

2/(6 - Л]Г'{Ъ ~-A)=z<2ff' — %Aff •+* Af"* — %Aff" 

н- 2Jff"-+- Aff - A 5 ( . . . . . . ) . 

Вычитая второе изъ перваго, найдемъ 

y/[f(b~A)}- - mb-A)f(b-A) 

file:///fr~w
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— V( /ЛА — w \ \ — £- f. - A*ff" I 
- v u j jj j s y {jif-yfi Щ/Г-ЦГЛ) 

f %L AVf'y 

Ay" J A JJ 

= *(/)а— yf" 2 ' V ( / ' J a — 2 V ( / ' j a 2/У" 

Разсмотримъ послъдше два члена: сдвлавъ КОЭФИ-
щентъ втораго члена раввьшъ 1 , х. е. 

J А 
= 1 , 

получили бы J = -1 —— = ! 

Но какъ J всегда больше г, то весь членъ 

4 а . 
7<-а- • / ' 

A-f" J А _А\ fHI 

2 ^ff-syfii^ 2 

Ежели вмвсто того, чтобъ этоть членъ вычитать, 
придадимъ его къ второй части уравнешя, то она 
сделается больше первой. КОЭФИЩСНТЪ третьго члена 

. / — <А, 

елкдств. весь" членъ тоть <4 5 /* i Y , и его можно бро
сить: это еще увеличить вторую часть; и будетъ 
неравенство 

A if' 
П Л * - А)]- - 2ДЙ - A]f"(b -А)< V(/0A -ff'+-^ 

•in 

Поставившего въ (2), в тамъ увелнчимъ числителя 
второй части, такъ что 
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_н 

Ч*мъ меньше А , темь fa ближе къ равенству fb; 
если замънимъ одну другою, то приближеше 2-го 
порядка можно будетъ начинать съ такого А , при ко
торомъ не переменится последнее неравенство, отъ 
увеличешя знаменателя, и тогда будетъ 

а -+-у<йн-
- / ' - J/"H- A f - £ - f + - ^ f ^ ( f r - W ' ^ f " 

_ 
или примечая, что 

найдемъ 

откуда 

наконецъ 

a-t-jr<b — s А* f 
1.2.3 f 

ДЪ /"V 

A ' < ^ . f - ^ . ^ 1.2.3 fb 
,(Ъ). 

Пусть А — (ОЛ)р 

рг 

то 4 ' < ( 0 . 1 ) V - f (4). 
Приближеше втораго порядка тогда только можно 
начинать, когда 
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°р-*-я>р 
или $р -+- q > 0 (5). 

Если этого нвтъ, значитъ пределы недовольно еще 
сближены. 

Формула (3) показывает*, что приближеюе пой
дет* зд*сь гораздо успешнее линейнаго, потому 
что при каждом* новом* вычисления, число деся
тичныхъ цифр*, подходящих* к* корню, будетъ 
возрастать въ прогрессия 

1 3 9 27 81 и т. д. 

Поясяимъ это примеромъ: возмемъ Функщю, ко
торой корни мы уже отделили (лекц. IX.) 

Л*) = X* — 6ж 3 6х* нь9а;- | -2 
f — hx* — 18л:а 1 12л; + 9 

л — 12л;2 — 36л; н-12 
f" = 24.r — 36 

л = 24. 

Одинъ изъ ея корней заключенъ между пределами 
3-5 и 3 • 6; получимъ 

О 
— 0-1875 

(3-5). 
0 18564 

I. п. ш. TV. 2 53 48 24 
нь -#~" ~t- -+-
• 546 38 50-4 24 

-+- -1~ HJ-. (3-6) нь 

Вопрос* относится къ первому случаю положитель
ных* корней. 

Посмотрим* сперва, можно ли тутъ начинать 
„линейное приближеше." 



— 2 6 8 — 

А' < А*- У'Ъ ' 

4 = Р . 1 ) Ч ^ = П ^ = 5.4 = (0.1)-. 
получимъ J , < ( 0 - l ) » ( 0 . 1 ) - x <(0-1). 

И такъ для линейнаго приближешя следовало бы 
еще подразделять пределы. 

Попробуем* теперь Формулу (3) 

f4 А' < Аъ 

6f»b 
Ру 24 

Здесь А—{0Л)г; — 1 1 ш зам*ня 

единицею высшаго порядка 

р~1; q~0", 2 р > 0 , (5); приближеше имееть место: 

J ' < ( 0 - 1 ) 3 < 0 . 0 0 1 . 

Вотъ уже первая выгода приближешя втораго по
рядка, что для него нетъ нужды такъ много сбли
жать пределы корней. 

Если вычислим* у по Формуле (у) 

- f ' a ^ f a y - y a f a 
у_ __ , 

отъ которой, видели, а й н у переходить за корень; 
получимъ 

у — 0-062, а' = а ч ь у = 3.562.; 

это долженъ быть большой новый предел*. 

Поставя въ Формулу ( 7 ) (лекц. IX.) 

f'b 
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Если вычислишь z по Формул* (z) 

fb-yl(fbY-*ftf»b 
- f b 

получимъ для новаго малаго предела 
1-465 _ 

а = 57^2 = 0 - 0 5 8 5 

х~Ъ — г = Ъ'& — 0,0385 = 3.5615 *). 

И такъ у действительно перешло за корень; его 
величина а ; = 3 - 562, должна разниться отъ истиннаго 
корня меньше 0,001, т. е. малый новый пределъ 
долженъ быть 3-561, и мы видимъ что это такъ. 

Ежели вычислимъ у по исправленной Формуле [у)' 

—fg + У(/'а)з — %faf'b 
У- fb 

получимъ у = 0-059 
а! — ач-у — 3-559. 

Эта величина разнится отъ истинной > 0,002. 
Ежели вычислимъ z по Формуле (л)' 

f'b-^Kfar-yifg 
~~ /"* 

получимъ 2 = 0-037; 
V-=.b — z — 3-6 — 0-037 = 5-563. 

Эта величина тоже разнится отъ истинной > 0 - 001. 

*) Ежели возмемъ z противъ Форм. (5) только въ три ци*ры: 
z = 0.038, 

"получимъ большой пределъ х " 5.562; селя 
возмемъ лишнюю цифру, какъ здесь, з = 0.0385, получимъ 
малый иредьлъ х — 5.5615. 



— 270 — 

И такъ об* исправл еннътя Формулы для у и z, не 
отвЪчаютъ Формул* (3), и потому негодятся. На-
противъ Формулы (я) и (г) взятыя просто, безъ 
поправки, переступая об* черезъ корень, дають 
самую близкую величину корня; по нимъ и будемъ 
вычислять. 

Перейдемъ къ новымъ пределамъ 

0 I. и. ш. rv. 
1 — • —I— —I— нн —f-

(3.561)... —0.002273806165 4.103211924 35.972652 49.560 24 
h =0.001..-t- 0.004103211924 0.035972652 0.049560 0.024 
h= . . . . ч - 0.000017986326 0.000024780 0.000012 
$ = ....-+-0.000000008260 0.000000004 
h= . . . . -ь 0.000000000001 

(3.562)... 0.001847400346.H-4.139209360.H-36.022224.HH49.584.H-24 

И какъ у между пред*лами 3-561 и 3-562 пере
ходить съ — на -+-, сталобыть действительно ко
рень ея заключается между ими. 

Здесь J п : 0-001 = (0-1) 3 ; р = Ъ, 
/ | Т 24 

~ 6 Г ~ = 2 1 6 . 1 3 3 3 4 4 : = ( < М ) 0 ' ? = 0 ' 

будетъ А' < Av+Я < (0 • I ) 9 < 0 • 000000001. 
Для вычисления по Формул* (z) 

уъ/"ь 

им*емъ 
(f'b)* — (4.13920936)» = 17.1330541259116096 

— г/Й/'^гг — 0.133094938162579808 
V16.9У9959187749030592, 

= 4.123100676. 
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И такъ fb— 4.139209360 
_ V(/'A)» _ ybf'b = — 4.123100676 

0-016108684 

раздвля на fb, получимъ 

2 0.000447187. 56.022224 

Наконецъ 
V = 3.562000000 
z = 0 000447187 

x — V—z = 3-561552715. 

Возмемъ еще 

fx)— х%ч~ хъ — Чх* — 7х — 5 
f = 4д; 3 -+-3х а — 4дг — 7 
/ " = 12л:а-+- 6х — 4 

=:24лг -1-6 
/ I T = 24. 

Корень заключается между 1 и 2-1 . Получимъ 

(2). 

(2-1). 

0 I. п. ш. IV. 
— 3 29 56 54 24 

— -4- •+- •+• -+-
0-1891 34-874 61-52 56-4 24 

-+- -*- -+- н-

Посмотримъ сперва, можно ли начинать линейное 
приближеше: 

Поставя въ Формулу 

уь 
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fb 61.52 
Л = (0.1).'; p = 1 ; • ^ ' ^ \ 9 - = (0.1)-; ? = - 1 , 

ввдимъ, что условие 4p-*-q > p неудовлетворяется: 
следовало бы еще сближать пределы. 

Но для Формулы (3) 

имеемъ 
J = (0.iy;P = l; -Z|L—|^ = (0.1)'i ? = 1 ; 

Ър-i-qyq 
удовлетворяется. ^ < (0-1) 4 < 0- 0001: можемъ на
чинать приближеше втораго порядка. 

Для иостановлешя въ Формулу (z) имеемъ: 

^(fbY — %fbf'b — VTl92- 929012 

= 34-5588 

0.3552 п п п К 1 К 
г = г б Т Ж = 0 - 0 0 5 4 5 

откуда b'z=.b—z=2.1 — 0-0054 = 2 - 0 9 4 6 , б. пр. 

о , = 2-1 — 0 - 0 0 5 4 5 = 2 - 0 9 4 5 5 м. пр. 

большой и малый пределы, разняшдеся отъ истинна-
го корня меньше 1 въ 4-й цифре. Въ самомъ деле: 

(2.1) -+-0.1891 -+-34.874 -*-61.52 -+-56.* 2 * 
А = —0,0054.„~ 0.1883196 — 0.332208 — 0.30456 — 0.1296 
* -4-0 0008969616 0 000822312 -+- 0.00034992 
* — 0.0000014801616 — 0.000000629856 
* -+-0.0000000008503056 

(2.0946) + 0.0016758822887056,-4-34.542613682144,^-61.21578992.-I-56.2704,24 

http://21578992.-i-56.2704
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Если бы теперь подставили h ~ 0 • 0001, то на
шли бы для малаго предела 

/°(2-0945) = —; 

но какъ намъ не нужно это подстановлеше, то мы 
идемъ дальше отъ большаго предела. 

Здесь Az=.0- 0001 z r (0 • l ) 4 ; р — 4 

А' < АЪр+я < (0 • 1)* 3 > 0 • 0000000000001. 

Извлечете радикала и делеше надо продолжать до 
13 цифры. Для подстаяовлешя въ (z) имВемъ 

(J'by- — (34.542613682144)* 
— 1193.192159993841869864436736 

— УЪ/"Ъ= — 0.205180916232101596655104 
V (_/')» =V 1192.98,67,79,07,76,92,76,82,67,7 8,16,32 

=± 54.5596455864443. 
Потомъ 

f'b= 34.542613682144 
—\(ff — у/" = — 34.5396455864443 

0.0029700956997. 
Далее 

0.0029700956997 ^ 0 4 ) o b o W 5 1 8 t 5 7 e . 
— 61-21578992 

Наконецъ 
И— 2.0946000000000 

— z = — 0.0000485184576 
x = V — z= 2.0945514815424.. 

Мы уже нашли этотъ корень на стр. 213. 
1 8 
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Зд*сь J r r r ( O . l ) 1 5 ; / > г г 1 3 ; j j r r=l ; при треть-
емъ подстановлеши подучили бы 

J'<(0-l) 5 i>-*-?<(0.1) 4 °, 

тридцать девять циФръ верныхъ. 
По линейному приближению начиная отъ первой 

десятичной, мы ИМЕЛИ бы число циФръ 

1 2 4 8 16 32 

не хмен*е, какъ въ шесть пр^емовъ. Въ большой 
части практическихъ случаевъ довольствуются при-
ближешемъ корня до 2, 3 и 4 десятичныхъ; по 
этому способу мы получимъ ихъ въ одинъ пр1емъ. 

Приближения третьяго и высшихъ перядковъ, су
дя по второму, конечно еще успешнее; но ихъ еще 
труднее подвести подъ простыя Формулы. 

Для третьяго порядка следовало бы написать раз-
ложеше 

О -=f(x) = Д а + г) = / « -+-у/'« н- ̂ / " « ^ r j / " -

и бросивъ последнш членъ, разсмотреть уравнение 
3-й степени по у , найти условгя вещественности 

у, вывести простое выражсше приближенной вели
чины его, не переходящей ни за корень, ни за пре-
дълъ, и наконецъ, степень приближение, т. е. отно-
шенге разностей А' и А, которое, судя по аналогш, 
выразится, вероятно, такъ 

л < л* л 
а 1.2.3.4 / ' " 

и дастъ приближеше, возрастающее вчетверо. 



Приближеше втораго порядка даетъ еще легкш 
способъ отличать вещественные и мнимые корни. 

Положимъ, что отъ постановлешя въ рядъ про
изводныхъ Функщй, двухъ чисель а и Ъ, получили 
слвдуюпця строки: 

О I. п. ш. 
(а) ч - — ч н -I 
(Ь) ч - ч 1—н ч-

2 1 0 0. 

Между а и Ъ можемъ искать двухъ корней на
чальной Функщй; надобно узнать, каше они: веще
ственные или мнимые. 

Въ fix) вмъсто х поставимъ а ч- (х — а) — а-+-д, 
будетъ 

<УА д* 
0 = / * = / (« ч- 3) -/а ч- д/'а ч- - з - / " а ^/"(а-^вд) 
по положенпо / ' " положительная: бросивъ послъд-
шй членъ мы уменьшимъ f(x), и будетъ 

Дх)>/а+д/а + ^ - / а ; 

/ а ч- д/'а ч- — / " в < 0 . . . F $ . 

Но если вмъсто а въ / " поставимъ Ъ, найдемъ 

Дх) </а ч- д/'а ч - ~ ^ - / " ^ 

/а+дДаг+.-^-/Ъ>0...<р(5) 

Въ КОНЦЕ Ш. лекцш доказана теорема, что если 
сдвлаемъ весьма малое измънеше въ коэФищентахъ 

18* 
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fx), то корни ея, если были вещественные, оста
нутся вещественными, если были мнимые, останут
ся мнимыми, разве будутъ въ ней „равные", чего 
мы не предполагаемъ. 

И такъ въ fix), Т(д) и <p(6*) свойства корней не 
изменятся. Въ тоже время fix) представляетъ ор
динаты кривой; F(5) тоже представляетъ ординаты 
другой кривой, весьма къ той близкой, которыя 
меньше ординатъfx); и ежели F(o") между а и Ь 
не пересЬкаетъ оси абциссъ, т. е. неимеетъ двухъ 
корней, то первая и подавно не пересечетъ ее, т. е. 
fix) будетъ иметь два корня мнимые. 

Но уравнивъ F(<S) нулю: 

fa + dfa+~fa = 0, 

получимъ 
д _ ~f'a ± V{f'a)*-W'ra 

fa 

и признакъ двухъ мнимыхъ корней fx), когда они 
есть, выразится услов^емъ 

<fay<<2fafa...>......(a). 

Папротивъ изъ неравенства <р{§), где ф(<э) > fx), 
видимъ, что если кривая, которой ординаты <р[3), 
пересъкаетъ ось абциссъ, то кривая fx) и подавно 
имеетъ два корня вещественные. Но уравнивъ нулю 
<р[д), выразимъ признакъ вещественныхъ корней fx), 
услов1емъ 

(fayybfafb (b). 

Къ подобнымъ заключешямъ придемъ и отъ пре
дела Ь. 



Сделавъ х~Ъ — (Ъ — х)~Ъ — д, получимъ 

о =/(ь - д) =/ь - §/'ь+-t-f»b -

откинувъ последнш членъ, увеличимъ вторую часть 
уравнешя, и будетъ 

f(x)<fb~8f'b-+.-~f'b 

Но поставя въ / " вмъсто Ь другой пределъ а, по
лучимъ 

f^yfb-dfb-^—f'a 

fb - 8/'Ъ ч- ~/"а < 0 . . . <р(д). 

Изъ неравенства F(6*) > f[x) видимъ, что если кри
вая F(#) пересъкаетъ ось абциссъ, то f[x) и подавно 
имеетъ корни вещественные, и признакъ ихъ ве
щественности выразится услов1емъ 

{fby>yif'b (с) 
Напротив* изъ неравенства <р(д) < f'.x) выведемъ 
условие для мнимыхъ корней 

{/'Ьу<уЬ/"а ( 4 
Можетъ случиться, что нп одно изъ четырехъ 

условш: (а), (Ь), (с), (cf) не существуетъ, или удовле
творяются все четыре за разъ; это значить, преде
лы не довольно сближены, чтобъ съ одного пртема 
можно было судить, как1е корни: вещественные 
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или. мнимые. Въ такомъ случае надо сблизить пре
дълы. Если новое подстановлеше разобьетъ корни, 
дело кончено; если нътъ, подставимъ новые преде
лы а!, V, въ которое нибудь изъ условш (а), (Ь), 
(с), [d): если оно существуетъ, мы узнаемъ как!е 
корни илхроч. 

Для примера возмемъ первое изъ уравненш выше 
приведенныхъ 

Дх) =. х* — вх5 -+- 6х* -+- 9х -+- 2 
f = Их5 — 18х* -I • 12х t 9 
/ " = 12л:2 — Ъбх -+-12 
f" =:2Их — 56 
f« — 24. 

отъ постановлешя чиселъ 5 и 4 получаемъ следу
ющая строки: 

О I. п. ш. iv. 
(5) I - — н н -+-

2 9 12 56 24 
(4) н — I — н -+- -+-

б 25 60 60 24 
~2 Г~0 

Два корня оказываются между 3 и 4. 
Ежели они мнимые, должно быть 

(fay<2faf'a (а), 

т. е. (—9) а < 2(2)12, 

или 8 1 < 4 8 : 
неудовлетворяется. 

Ежели они вещественные, должно быть 

{fay>*faf»b (й), 
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т. е. 81 > 4(60): 

тоже не удовлетворяется; Формулы (с) и (d) также 
ничего непоказываютъ; значить предълы не доволь
но сближены. 

Подставя 3-6, получимъ 

0 I. п. ш. iv. 
2 9 12 36 24 

(3) -+- — -+- —I— —i— 

0-1856 5-544 37-29 50-4 24 
(3 • 6) • • • -*- - ь -*-. 

Формулы (в), (#), (d) и теперь неудовлетворяются; 
но Формула (с) 

даетъ (— 5-544) а > 2(0-1856)37-29. 

Заключаемъ, что корни вещественные. И это дей
ствительно такъ, (лекц. IX.). 

Возмемъ еще другое изъ уравненш, котораго ко
рень вычисляли въ этой лекцш 

fix) — д ; 4 + х 3 — Qx% — 7х — 5; 

и перемъня х на — х, получимъ 

Д — х ) = х'1— х5 — 2.ха -ь 1х—5 
f zzz. \хъ — Ъх% — hx -+• 7 
/ " = 12x a — 6х — 4 
f'"=z 24л; — 6 

Л* = 2 4 . 

Отъ постановлешя 0-5 и 1, получимъ 
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0 i. ii. HI. IV. 

(0.5). • . -2 .6875 4-75 4 6 24 
— -t— — НЬ нь 

( * ) • • • 0 4 2 18 24 
~t- нь -+- нь нь 
2 2 1 о, 

оказываются два корня между 0-5 и 1. Посмотримъ 
KaKie они? ' 

Взявъ f за начальную, приложимъ Формулу (а) 
перваго случая 

(fay<yaf»a 

или 16<2(4 .95)6<59-4 

удовлетворяется. Сталобыть въ f и /°{х) между 
— 1 и — 0-5 недостаетъ двухъ корней. 

Ц. Разсмотримъ другой случай: 

0 I. п. ш. 
(а) н -I н-
(Ь) н — I — I - — . . . . . . -н 

Точно также нацишемъ 

д* 3* 
0 =Да н- 3) =/а -Ь d/'a* y ^ / W ^^/"(аЧгвд)../^). 

/ш отрицательная, бросивъ послъднш членъ, уве-
лнчимъ вторую часть f(x), и получимъ неравенства: 

/(*) </я д/'а -*- ~/"а ....ф) 

/(*) >/а Н- д/'а н- ^-/»Ъ.... у(3). 
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получимъ 

Здъсь f" съ Л* съ —; бросивъ послъднга 
членъ, мы уменьшимъ вторую часть и будетъ 

Шт. гр(д) найдемъ услоше мнимости корней 

(fa)*<2faf"b (а). 

Изъ ц>[8) услов1е вещественности ихъ 

(f'ay>2faf"a (b). 
Точно также и отъ другаго предъла 

0 = / И =/ф- 8)=/Ъ- 8/'Ъч-^/"Ь-~/"\Ь-вд, 

бросивъ послъднга членъ, мы уменьшимъ вторую 
часть, и получимъ неравенства: 

/{*)>/* - ¥ь+~/"ь.... <pjP) 

fix) </b - Sfb -+- ~f'a . . . . yjfl 

Изъ у,(д) имъемъ услов1е вещественности 

(Г'Ьу>уЬ/"а (с). 

Изъ 9,(0*) имъемъ условие мнимости корней 

(/ъу>ч/ь/"ь (4 

III. Когда будетъ 
0 I. п. ш. 
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Дх) >/a -ь д/'а ч- 2Lf»a.... <р(8) 

Дх) <fa ч- д/'а ч- ~/"Ъ.... # Л 

съ —; изъ у(д) имвемъ для мнимыхъ корней 

{/'aY<yaf"b .(«). 

Изъ <р{§) условие для вещёственньгхъ 

(/'а)->2/а/"а (Ь). 

Отъ другаго предела получимъ 

д* 8Ъ 
О =ДЪ -д)=/Ь- д/'Ъ ч- -j-Д'Ь ~/"(Ъ - вд).....Дх), 
бросивъ послвдшй членъ, увеличимъ вторую часть, 
и будетъ 

Дх) </Ъ - d/'Ъ ч- ^-/Щ . . . . 9/61 
Дх)>/Ъ-д/'Ь + -^/"а Щд). 

Изъ ip,(d) условхе вещественности корней 

{/'Ъу>уЪ/"а (с). 

Изъ <р,(д) условие мнимости ихъ 

{дъу<уьг'ъ (4 

IV. Наконецъ, когда строки (а) и (Ь) слъдуюнця: 

О I. и. ш. 
(а) 1 +- ч-
(Ь) — — — — ч- ч~ 

то изъ 
О =Да ч- 8) = / а ч- д/'а ч- ~Д'а Чн ~/'\а -ь вд)..Дх) 
найдемъ неравенства 
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Дх) <fa df'a £-f'a q{8) 

f[x) >fa -f- df'a - -^-f'b Щ. 

и изъ (р(д) условге мнимости корней 

(f'Ya<yaf"a (а). 

Изъ tpid) услов1е вещественности 

(/'ау>Уа/"Ь ®. 

Отъ другаго предела 

О =ДЪ - 8) ^fb - Sf'b -f- ^-Д'Ъ - ~f"ib ч- в8)..Дх\ 

Здесь бросивъ последнш членъ, уменьшимъ вторую 
часть, и будетъ 

Дх) >fb - 8ДЬ -н <p,(<J) 

Дх) <fb - 8ДЬ ч- £-/"а у£3) 

Изъ q>,(8) имеемъ услов1е вещественности корней 

ij>by>%fbf>b.; (с). 

Изъ ip/(S) услов1е для мнимыхъ 

(ДЪу<уЬД»а (4 

Само собою разумеется, что все это имеетъ ме
сто только тогда, когда сближенные пределы дають 
строку разностей 

2 1 0 0 0 , 

и когда равные корни, и множители въ производ-
ныхъ функщяхъ исключены. 
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Вообще заметим*, что смысл* тех* неравенств*, 
о которых* до сихъ поръ разсу ждали, будетъ со
вершенно ясень, когда мы хорошо помнимъ, разли
чие между положительными и отрицательными ко
личествами. Именно, когда положительное количе
ство увеличивается, то и численная величина его 
увеличивается; когда отрицательное количество уве
личивается, то численная величина его уменьшается. 

Когда говоримъ, отрицательное количество боль
ше другаго, подразумъваемъ, что численная вели
чина его меньше той. Наконецъ, что положитель
ное количество > 0, отрицательное количество < 0 . 

Такъ в* послвднемъ IV. случав, въ неравенств* 

нашли что ордината q>,(8) меньше ординаты f(-x), и 
въ тоже время q?/(<J)<0, сталобыть отрицательная, 
и это при всвхъ величинахъ 8, сталобыть и при 
6" = 0, где ф(0) = / # , а по строк* знаковъ, f{8) от
рицательная, то численная величина <jPy(<J) больше 
численной величины f[x)\ или говоря относительно 
оси абциссъ, кривая q>J(8) дальше отъ нее, ч*мъ кри
вая Дат); слвдств. ежели ф/d) перес*каетъ ось, т. е. 
им*етъ корни вещественные, то f(x) и подавно. 

Наиротивъ во II. случа* хотя нашли точно такое 
же неравенство f(pc) > <р/к8). 
Но какъ при 5 = 0 , « (̂0) = / & , а знакъ fb есть -+-, 
то когда говоримъ что <pt{8) меньше ,/(х), значить и 
численная величина ея меньше, значить <р,(д) ближе 
къ оси абциссъ ч*мъ f(x); то если q>,(8) не пере-
с*каетъ ось, f(x) и подавно не дойдет* нее, т. е. 
корни ея мнимыя. 
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Л Е К Ц 1 Я X I V . 

С водь главнтьишихъ свойства цплой 
ращональноЫ функщй. 

Повторимъ теперь вкратце все то, что мы знаемъ 
о свойствахъ целой рацтональной Функщй, которой 
общш видъ 

A ^ + B ^ - I + ^ - ^ H Kr - t -L- • -fix). 

А, В, С---К, L, каые нибудь числа; п непременно 
целое число *). 

Можемъ х сделать такъ малымъ, что L будеть 
больше суммы всехъ остальныхъ членовъ; и на 
обороть, сделать х такъ великимъ, что Кхп прев-
зойдетъ сумму всехъ остальныхъ. (Лекц. I.) 

*) Некоторые изъ слушателей 1'. Остроградскаго и читателей 
этого издашя, им-Ьвиие случай получить его въ листах*, 
еще до опублнковашя, излвили свое сомнете, если не на 
счеть справедливости сказавваго въ начале IV. лекгцн, 
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f(x~) имъеть столько корней, вида 

а -#~ Ы, 

сколько п имъеть единицъ (лекц. П.), ГДЕ а и Ъ ве
щественные; i мнимый знакъ, котораго квадратъ 
£а = — 1. Она разлагается на столько же линей-
ныхъ множителей, сколько корней, 

ОС * ОС j ОС ' ОС ̂  " * * 

такъ что 

f(x) = (х — *,) (х — х,) (• . •) (х — хп); 

каждый изъ этихъ множителей вида 

х — а — bizzzx — хг. 

Когда есть одинъ такой множитель, то есть непре
менно и другой 

х — а -+- Ы rr: х — х,. 

покрайпен мере на счета совершенной необходимости 
понимать „рвшеше уравненш" такъ какъ тамъ предложе
но; а тамъ предложено совсемъ противное тому, какъ вс* 
почти до сихъ поръ это нопимають. Очень в-Ьроятно, 
что по ВЫХОДЕ листовъ, повторятся твже возражашя; то, 
чтобъ предъупредить ихъ, и больше ознакомить съ зна
комь V, мы решились прибавить эту лекцно, хотя она и 
небыла читана Г. Остроградскшгь, извлекши ее изъ всего 
до сихъ поръ имъ пройденнаго, и изъ его отвътовъ на 
подобные возражешя, которыя случилось намъ слышать; а 
между тъмъ туть вкратце*, только совершенно въ новомъ 
виде, повторится вся теор1Я ц*лыхъ рапдон. Функцш. 

С Б. 
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Произведете двухъ такихъ множителей, даетъ мно
жителя второй степени 

хлч-ахх -+-/?,, 
гдв а, и /3, вещественные. 

Если п число четное, f(x) разложится на множи
телей второй степени 

f(x) — (х* ч - atx ч-/9,) (х* ч-а^хч-/JJ (х* ч - аъх 

и-/3 5 ) (• • •) (^ а -^сспх ч - /3„) 

аг аг • • - ап fiz /3, • • •/?» вещественные. 

Ежели и число нечетное, одинъ изъ множителей 
непременно будетъ линейный: 

/\х) — {х — а) [х* ч - atx ч - / 3 , ) (я;а ч - a^x-t- /?.,) 

(• • •) (х* ч - «» — 1 хч-/3„_а 
2 2 

где ft, одинъ изъ корней, непременно вещественный. 
Разыскаше множителей сводится на разыскаше 

корней, т. е. чиселъ, которые, будучи поставлены 
въ f(x) на место х, делают ь 

f(x)=zO. 

Алгебрическое AeficTeie, которымъ разыскиваются 
корни цълыхъ ращональныхъ Функцш, называется 
„решете уравненш". 

Это дбйств1е состоитъ изъ двухъ птлемовъ: первый 
отдтьляетъ корни, т. е. находить пределы а и Ъ, 
между которыми должно искать одного или пару 
корней. Второй, выгисляетпъ величину одного корня, 
до какой надобно степени приближешя. 
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Для отделили и вычисления корней мы предло
жили НЕСКОЛЬКО способовъ, посредствомъ которыхъ 
д-вйствге „ръшешя уравненш" вполне определено, 
известно, точно также, какъ и все обыкновенный 
Алгебричесыя действ1я: сложеше, вычитайте, умно
жение, делеше, возвьппеше въ степени и извлечете 
радикаловъ; которые, надъ числами производятся въ 
числахъ, надъ буквами въ буквахъ, посредствомъ 
условнъгхъ знаковъ. 

Каждый изъ этихъ знаковъ имеетъ свои, ему од
ному принадлежаиця свойства: наприм, знакъ -+-, 
свойство увеличивать; знакъ —, уменьшать и проч. 

Надъ каждымъ изъ этихъ знаковъ Алгебра про
изводить все свои „дейстыя:" наприм. надъ радика-
каломъ, она производить: сложеше, вычиташе, умно
жение, делеше, возвьппеше въ степени, „преобразо
вания и сокращешя." 

Такъ и „решеше уравненш" мы совершенно уме-
емъ теперь производить въ числахъ надъ всякою 
цълою рацюнальною Ф у н к щ е ю . Что касается до 
этого действ1Я въ буквахъ, мы выразили его особымъ 
знакомь V (лекц. IV.); — для прочихъ действш не 
больше же этого двлаемъ; •— останется показать 
„свойства" новаго знака, и какъ „производить надъ 
нимъ все друпя Алгебрическтя действхя." Если мы 
это сделаемъ, то будемъ совершенно вправе сказать, 
какъ уже и сказали, что Алгебра „решаетъ все 
уравнешя." ,,, 

Разделивъ J\x) на коэфшценть перваго ея члена, 
А, получимъ 
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\) • =r -+- аххп — *-+- о̂ дя — 2 -+- н - й л _ 2 д : а 

А 
- t a n _ l « + a n t'W* 

Корень <р(л;) мы означили (лекц. IV.) чрезъ 

x~4(ali a 2 , а, ап— 2 , а Л _ 1 , a„) (1). • 

к о э Ф и щ е н т ъ перваго члена всегда предполагается 1, 
и сюда не входить. 

Разсмотримъ напередъ „свойства" этого знака V; 
а эти свойства, нечто иное, какъ полная Teopia 
уравненш. 

1. Число коэФищентовъ подъ энакомъ V ;опредъ-
ляетъ степень уравнешя, коЭФищенты, самое урав
неше. Пусть 

х = Ч(-^-1, 0, 3 , — 5); 

уравнеше, котораго корень есть х, будетъ, по числу 
коэФИщентовъ, четвертой степени: 

д; 4 — хл -+- 0- х* -+- Ъх — 5, 

или ж 4 — х' ~+-Ъх — 5. 

Корень уравнешя х'1 5, 

получится х zz V (0, 0, 0, — 5) zz: V5. 

Иногда для сокращешя будемъ писать и такъ 

x=.V{Oz, — 5) = ^5 

ставя подъ нулемъ число недостающихъ членовъ. 

2. Въ частномъ случаъ, каковъ теперь, когда всъ 
коЭФищенты, i • к$юм* послЪдняго * равны нулю»,1 V 
обращается въVj.fr. а.,„извлечете радикаловъи «о» 

19 

http://Vj.fr
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только частный случай „ръшетя уравненш;" но 
съ тою разностпо, что извлечете радикаловъ, раз-
сматриваемое отдельно, даетъ для радикаловъ вся-
кихъ степеней: неъетныхъ, только одну величину, 
для гетныхь, только две; тогда какъ V опредъляетъ 
для радикала столько вели чинъ, сколько ихъ долж
но быть, по числу единицъ въ показателе. 

Мало этого, самое вычислеше радикаловъ имъетъ 
разительное сходство съ вычислешемъ корней: 

Вычисляя радикалъ 
т 

x = Vk 
мы двлаемъ тоже, какъ будто рвшаемъ 

f(x)=x™—A; 

именно: сперва находимъ приближенную величину 
радикала, х~а,ш потомъ изъ А вычитаемъ ат, оста-
токъ R m A — ат делимъ на тат — 1 и т. д. и по
лучаемъ 

к —а™ 
xzrza-t- . 

тат — 1 
Съ другой стороны, по линейному приближенно, 

тоже находимъ сперва предвлъ а; остатокъ 

R = А — ат~ —/{а) 

делимъ' на тпат —1 —f (я) 

и получаемъ 
. , . .:• —fa 

fa 

Тоже сходство найдам% пежду нычнслеятемъ ра
дикала я вычвсдешеаъ корня по непрервпшьшъ 
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дробямъ: первый членъ формулы (17) лекц. X. есть 

тоже ~jTZ-> н 0 с ъ т°и> разностно, что въ нее вхо-

дятъ еще два члена, которые пренебрегаются въ 
линейном ь приближенга. И поэтому-то Формула (17) 
начинаетъ свое приближеше раньше, т. е. после 
перваго подраздел ешя пределовъ 

а и л + 1 

и простираеть его гораздо дальше, чвмъ линейное. 
3. Если въ выражеши 

х= V (я ,я 2 • • • - а»), 

корня Ф у н к щ й Ф(Х), будетъ несколько к о э Ф и ц д е н -

товъ сряду или париями, г г 0, мы разыщемъ (лекц. 
VII.) сколько величинъ V, по одной этой причине, 
будетъ мнимыхъ. 

4. Известно, что сумма всехъ величинъ V, ~ — а , , 

т. е. V , H - V , H - V , H H V T » = T — о, ; 

сумма двойныхъ, тройныхъ, четверныхъ и т. д. про-
изведешй изъ всехъ „значенш" V , — а 3 , 
-+-а 4 • • наконецъ произведете всехъ величинъ V, 

Ежели пг—Чт, четное, и последний членъ будетъ 
— а л = . — а^т, то покрайней мере одинъ изъ кор
ней V непременно отрицательный. 

Ежели л — 2/п-+-1, нечетное, и последний членъ 
— -+-ап — -+- а,цт+-г, то по меньшей мер* одинъ 
изъ корней V непременно отрицательный. 

1 9 * 
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5. Пределъ числа ^пеяожительныхъ" V , равенъ 
числу „иеремънъ" знаковъ при к о э Ф ш ц е н т а х ъ 

а%№,аг Ощ; 

пределе, числа „ отрищтел ьтгьгхъ" V, равенъ числу 
„постоянствъ" знаковъ при 

ata^a^ ап. 

Это „правило знаковъ" Декартово, выводится какъ 
слЕдствхе теоремы Фурье. Въ самомъ дълв: ежели 
на место х поставимъ х = 0, получимъ строку 
(0), съ ТЕМИ же знаками, каше при к о э Ф и щ е н т а х ъ 

а1агаъ ап, 

и съ твмъ же числомъ переменъ. 
Но число переменъ знаковъ въ строк* (0), есть 

пред*лъ числа положительныхъ V , (несколько паръ 
изъ нихъ могутъ быть мнимые), поэтому и проч. 

6. Ежели вс* а , а 1 • • -ап положительные и ~ 1, 
то вс* V мнимые, когда п четное; и только одно 
V вещественное и — — 1, а проч1е вс* мнимые, 
когда тг нечетное. 

Показавъ главнвйпня свойства знака V, по кото-
рымъ, не производя самою вещно действия имъ озна-
чаемаго, уже можемъ предвидеть очень мноНя об
стоятельства корней; а ихъ часто бываеть доста
точно для р*шещя вопроса. Посмотримъ теперь, 
какъ производитъ\надъ шшъ вс* Алгебричесшя д*й-
ств1я; это раскроеть намъ друия свойства V . 

7. Какое бы „дейстътё" одно, или несколько, или 
вс*, намъ ни понадобилось проийвесть надь кор
немъ Функцш <р[х} 
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х = У ( я , я а • • • •<?„}, 

всегда это д*йств1е, принявъ V за „изменяемое,* 
можемъ выразить черезъ 

2 = у[\7(агал а»)], 
или просто 

z — у( V ). 

Но какъ V имеетъ столько значенш, сколько „подъ 
нимъ" КОЭФИЩ'СНТОВЪ , то назвавъ эти значешя или: 

корни <р[х) черезъ 

v„ V 3 , V 5 , — v „ 

составимъ п линейныхъ множителей: 
(* — , ) ( * — • ¥ V , ) (* — s ) ( - • • ) ' . . ( г - ^ ^ 

и перемноживъ самымъ деломъ, получимъ 

~F(z)...z»—(у V , + ? V ,4-...-+-%i>VП)гп~'1'§-(Ц)\7 .ipV , 

-+-...-+-!/< Vn—iy V и ) 9 — . . . ± у V , у v

 5 . . . у V«, 

или означивъ численные коэфищенты F(z) чрезъ 

М А • • • -а» 
F(z) • • • zn — bjZn —1 •+- b^zn — 2 . + J f l _ i z + J«, 

откуда вообще 

z = y V[(a,e, • • -an)] 

= V(— 4,, 4, , — S 5 , 4 4 - . . = P 4 „ _ i , ± 5 4 

Пояснимъ это общее правило частными случаями, 
где все дело будетъ состоять, въ томъ, чтобы нско-
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мые 6t Ъъ • • • -bn 

найти въ данныхъ 

a, at а- • • -а л *). 

8. Сложенге и ёьпитате: 

Еслибъ изъ выражения 

V(« , а, аг я й ) ± а 

и не можно было вывести какихъ либо нсныхъ за-
ключешй, то и тогда оно въ своемъ род* было бы 
то же, что наприм. 

т 
A ± V B 

въ своемъ род*. Зд*сь радикалъ m-й степени нельзя 
извлечь изъ В и сложить или вычесть изъ А, пока 
не перейдемъ къ числзмь. Мы „привыкли" считать 
выражеше АнЬу'В яснымъ и конченнымъ, а между 
т*мъ оно показываеть только: кашя д*йств1я нуж
но произвесть надъ А и В, когда они будуть даны 
в* чйелахъ, ни какъ не больше. 

Стоить только намъ „ привыкнуть" къ знаку V, 
и выражешл, подобный 

V (а , ап) -+- а , 

точно также будутъ для насъ опредвлительны, ясны. 
Они тоже показываютъ своего рода двйоъте надъ 
буквами, которое легко произведешь, когда буквы 
даны будутъ въ числахъ. 

*) Вь обв̂ ей Teopin Алгебрвчесхихъ •ункндй это будетъ во-
казако общимъ образомъ. 
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Здесь 
©(л) = «5 _ Здга — 1 

6 * -у" = .+- 108л — 72 
1.2 

Х 5 < = - « в 
F(») = ф — Щ =г ,5 _ 90г» 152s — 288, 

1 

Но между тбмъ этому же выражение можно нра 
дать другой, гораздо определительнъйпнй смысдъ; 

именно V (д, а, . . . . ап) 

означаетъ корни Функцш 

<р(рс) ... хп-+- а1хп — ^нн а^хп~2~§-.., -§- ап\ 

и потому V (а, а, а») нн <* 

означаетъ корни 

а а а" <р[х±а) = <р{х)rfcа^фг)-*-ф"М±• • • ± . , 

Возмемъ вс* производный отъ <р(х): первую про-
а а 1 

изводную умножимъ на —̂—, вторую на " j ^ ^ ' ю 

а 3 а л 

на ^ Q ̂  л-ю на j - g - , сложимъ, и получимъ 

<р(х-§-а) z= х" + А.ххп—t-t-клхп — 2 ± . . . -+- А п; 
наконецъ 

V (а, а% .,. ап) ± а = V (А,А, Ал) (1). 

Напримъръ, требуется найти 

z~4{— 2, 0, —1) — б . 
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откуда 

г г : 7 ( — 2, О, — *) — 6 ~ v ( — 20, 132, —288). 

а 
Если въ (1) возмемъ r h « = ~, то А, = 0, и 
получимъ 

V(a i « a a n ) ^ - = z V ( 0 , А а А 5 . . .Ап) 

корень такой Функщй, въ которой втораго члена 
не будетъ. 

аг 

Въ томъ же пример* поставимъ вмъсто arr:- ^ 
r r f, получимъ 

(р(х) — х5 — 2ага — 1 

ч - | 9 ' - - -*-3.г а — |л? 

—1.3.3» = -J2_ 
F(2) = <p(xH-f)z= 2 з _ | г 

Второй членъ уничтожили; отсюда 

* = V(— 2, 0, — l ) - . - f 

Ниже увидимъ, какъ вывести знаменателя 27 за 
знакъ V • 

8 

Пусть еще z ~ V (а,**,.. .а») нн V '(£,#, • • • Ьт). 

Найти z, значить найти такую Функщю, которой 
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Наприм*ръ, пусть требуется найти 
.sr=:V(—2, 1)-*- V( l , —2) 

будетъ <р(дг) m х* — Чх -+-1 

t/>(#) zr: л: а -f- — 2. 

д;, и л;, значешя 4{ахаг) 

У г ву, „ (̂*А)> 
будетъ 

корень равенъ сумм* или разности корней двухъ 
другихъ Функщй. Это легко сделать по общему 
правилу (7). Мы знаемъ что V, п-п Ф у н к щ й имеетъ 
п величинъ 

V , V а V 5 V»; 

и V ' тп-й Функцш им*етъ т своихъ значенш 

. V ' . V ' . V ' s V'm. 

Напишемъ множители 

^ _ _ ( V i : ± : v ' 0 ] [ s - (v,±v',)](...)---[*-(v, 
=i=v'B)](....)----[*-(v»=tv'-)] 

и перемноживъ самымъ д*ломъ, получимъ 

V , + V V »)±( V 'i-*- V ' ,HK.H- V 'm))zmn-'1 

+ . . . ± ( 7 I ± V ' , ) ( V I ± V ' , ) ( . . . ) . . . ( V n ± V / ™ ) . 

или zmn — (а, ± ^ ) г г о я - 1 ziz fan ± bm etc.), 

откуда ' z~V(a,^ . . . e n ) + v(ЪЪ^ ...Ьт) 

— V[— (alZ±zbl), . . . a« -+-&)]. 
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Ежели УО27) = x* — 2x -4- 1 
a>(x) = x 3 -+- x — 2, 

то F(z) = . z 4 — 2 z 3 — З г 3 . — 4z-+-4; 

и z = V ( — 2 , l ) - t - V ( l , — 2) 

_ V ( — 2 , — 3 , — 4 , 4> 

9. У множены и Ътьленге. 

Пусть х = Ч{а1а,а% • • • -о,» — 1 , я«) 

требуется найти 05 V (a х а« ); 

гдъ 0 = -ч- 1 , й вида -g - . 

( ф ) х = х п -i-a.x"—*-*-а 1ар*--* •+-• * • -+-a„_ix- i -a„ . 
у 

Сдълавъ лг=-д»- , получимъ 

1Г*)з= [я — (хг -*-yt)] [*-*• (х. [г — (л, т»-j,)] 

[2—(х,-+-у,)]; 
перемпоживъ самымъ двломъ и примечая что 

хх ч-х, =—а^ jrj -+- jra=—bt; х х , ; y j % =zb, 

будет* 

откуда * = V ( a l a 1 ) - + - v ( i 1 i , ) 
= V[2(a, - t - S J , А, В, С]. 
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Ъ"(У)—уп
 бйа^у» — 1 •+- Ь%ауп — 2 Шъа^уп— 5 

•ч-Ъ^а,у»— - I - вп~ 1а„_ 1 j 0»й»»Лл , 

откуда вЬ\7(а1а1 • •' -а п ) z=V(ebaz, й а а а , вЬ*аъ, й 4 а 4 

— 1 5 » - 1 а л _ 1 , б"5»а„) (3). 

Пусть 0 = — 1 , будетъ: при и четномъ 

—-й\7(с^а, • • • -Ял)—V(—йв, , — й 5 а , - - ' 

— й » — й » а „ ) , 

при т» нечетномъ 

— й V ( a l a J • • • •««) = V(—йа,, й а я , , — й 5 а 5 . « « 
й « - 1 й л _ 1 , — 

Когда 0 = -+-1, то й V(a 1 . . . a B )=V(&» I , й а л 1 . .^»а л ) . 
Напримъръ: пусть 

<p(x)=x 5 — З.г а — 2 , й = 2, 0 r = 1, 
2 V ( — 3 , 0, — 2 ) = r V ( — 6 , 0 —16) . 

получимъ F(z) rzr г 3 — 6.га — 16. 
Точно также имъя V(3, 9, —27) или q>(x) — x* 

л Ъх* -+- 9х —• 27 и вЪ = : — у , получимъ 

— f 7 ( 3 , 9,. 27) = V ( — 1 , 1, -.-1) 

или F(js) = г 5 — г* - I - z -*- 1. 

Ежели имъемъ корень однородной Функцш 

xr=:V(aM, — й и а , — с м 3 , du1*), 

т. е. <р(х) = л : 4 -н-аи-х 3 —йм а -дг а — с м 3 - + • du*; 
то сдълавъ бй = г, получимъ 

y — %V(au, — й « а , — с и 5 , -1-<й*4) 
•=zV(a, — й , — с , -§- еГ). 
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Легко найти 

х \}(ала^....ап) 
—(ап — \ а п —2 а» —5 а , я, 1 \ ^ 

. . V I ? ? . . ? , — - I J. 
\ ап ап ап ап ап а„ J 

Чтобъ истребить знаменателя подъ V , стоитъ 
только z умножить и разделить на вЪ zzz ап (3), и 
будетъ 

1 1 
_/ _ ~~т—~~ • У ( а я _ 1 , а„ап — 9, ап*ап — Ь 

V(^i a, .....an) ап

 у 

апп — 2 a , , a„» —1) 

*) Это получимъ, подставя въ <р{х) яа мЬсю х , £. 

И такимъ образомъ неизвестное и, исключим* и 
найдемъ 

Х7(аи, —Ъи*, —си5, 
— uV{a, —Ъ, —с, d). 

НапримЪръ, пусть o n 1 , й г г 2 , с — 1 , d ~ 1, 
<p(x)zzzxb -ь-и-хъ 2и*х* — иъх нь- и 4 , 

то a ; z : M V ( l , - 2 , - 1 , 1), 
и найдется чрезъ корни 

F(j) ==у 4 HHJ 3 — 2 7

а — j нь 1, 
которое решивъ, по извъснымъ уже способамъ, по
лучимъ вс* четыре корня 

X ~ - + - U , U, U- 2 5 и ' 2 • 
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V.(«„_!,• д„я я _2, a» 2a„_5. • .«„а»»"-2, a»»—1) 

т. е. всегда можемъ перевести V изъ числителя въ 
знаменатель и обратно. 

Ежели требуется умножить одно V на, другое V, 
наприм. v ( a , a » • * 'ап), умножить на Vipfi^ • • то 
взявъ всв 72 значенш перваго 

V.V.V,--. •••-•7л, 
и всв m значенш втораго 

по общему правилу (7) составимъ множители 

(* - v . • v / 0 (* - v ,v ' , ) ( . . • ) • • •(* - V,V'J (• • •) 

(z — V nV' x) ( . . . ) . . . ( г — v«Vm). 
Перемножимъ самымъ дЬломг. и примечая, что всВхъ 
множителей будетъ тп, получимъ 

T(z) ~ Z m n kzmn~ i - + - k ^ Z m n - ' i •~=izkmn—lZ-+-kmn, 

откуда V^a.a-, • • •an)v(bj>i • • - bm) 
m V( A_ , A, • • 'НЬ kmn—1, ± Атя). 

Точно .также, можемъ. разлвднтъ, одно V на ,др/г° е 

и вобще найти 

и на оооротъ 
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2 = / ( v » vO = V(—A, • • • ± A j i £ ) *) 
где ft есть произведете числа значенш V'( - - - ) на 
число значенш V (• • •). Тугъ кроме продолжительна-
го вычиелен1я и сложнаго письма, Н Б Т Ъ ни малей
шей трудности. Въ последствия покажутся Формулы, 
облегчаюшдя вычислеше КОЭФИЩЕНТОВЪ 

А хА, Afi. 

10. Возвышете въ степени и извлегенге радикаловъ. 
Эти оба дейетв1я надъ V произведемъ по общему 

правилу, также легко, какъ и все прежтя. 

*) Наприм. чтобъ составить уравнеше „въ квадратахъ раз
ностей" корней данной функцш <р(х) п-н степени, которой 
корень 

х = V(«,e, «„H 
возмемъ все значешя V:-

V.V.Vs V„; 
составим» все возможныя разности: 

V, —V, ==«> V, — V , = — aj 
их. д. счетомъ ихъ, — 1); напишемъ множители 

(а — а) (а -*- а) = — = у — а а 

(г — й) (г -t-S) = г» — 5» = у — й» 

(г — v) (г -4- v) = a a — c a = у — 
произведете 

( y _ « * ) ( y _ i a ) ( . . . . ) . . . . ( у - . * ) 

n(/i — i) n(n—1) j 

= y » —ay » ч-g 
дастъ искомое уравнййе1 hiie4u£% разностей, о котором» 
говорили въ конце X. лекцш. 
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Разсмотримъ НЕСКОЛЬКО частныхъ случаевъ. Пусть 
т ~ у, то 

z = Vv(e,«* • • FIN) 
= V(0, агУ 0, a s , 0, о , - - - 0 , я л _ 1 , 0, a n ) , 

потому что въ 

<р(х) — xn-+- atxn — 1 -+-• • '-t-a„, 

сдълавъ z = y/x, или x r z i z 3 , получимъ 

F(JB) ==; г ? » -+- 0 . г Ь - 1 + й г з л - 2 -+- О - г 9 " — 3 _|_ . . . . . 

Чтобъ найти 
z — [V(a,e, • • • • ANJ\M, 

ГДЕ т число цълое, дробное, положительное или 
отрицательное, назовемъ 

по г х л ос 5 • • • ' ОСп 

ВСЁ величины V, и получимъ 

F(Y) — (z—x™) (г—х™)(г4*-х*){->-)- • -(z—х»™) 
— zn —- (дг^чи- х,т-+-' • • •л?/,'») 1 -*- (xt*»x%m 

• •-§- xt

mxs

m -+-• • • -t- л : т

л —a xn

m)zn — 2 —... 
X ™X ™X ™ • • -XN

M 

r=zzn —Hzn — i - f - X . ^ " — 2 ± Х Л ; 

откуда 

[V(a,a. « » ) ] » : = v ( — X,, - + - X „ — X , ± Х „ ) . 
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Степень Функщй удвоивается; число мнимыхъ V 
въ Y(z) легко разсчитаемъ по знакамъ коэФипден-
товъ, смъжныхъ съ уничтожившимися. 

Когда вообще mrzzf,.. то 

.y},4(aat - • -ап) — V (Op, л ж , 0*., а э , 0Vr а% • • - 0,,, ап) 

степень T(z) будеть nv; 0и замъняетъ v нулей, сто-
ящихъ рядомъ. 

Когда тп = — 1, то 
1 

напримътгь: 

[ v ( - 6 , 0, 2, — v ( — 1, 0, 5, - f ) 

= М— 2> 0, 24, — 8). 
Такимъ образомъ отъ 

ф(л:) == х^ — бд7 3 -f- 2х — 2 

мы перешли къ 
F(z) = z* — 2z 5 - I - 24z — 8. 

Также легко доказать, по общему правилу (7), 
что напримъръ 
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[V(aie,tf,)]> = vF~(«,a — 9«J, a*~9aat1 —о,»]; 

[ V ( — 1 , 0, — 3)]» = 7 ( 1 , - 6 , — 9 ) ; 

т. е. квадраты корней уравнешя 

равны простымъ корнямъ уравнешя 

г 3 — z* — 6z — 9 и т. д. 

Не станемъ больше разпространять подробности 
Алгебрическихъ действш надъ „решешемъ уравне
нш" или надъ V- Всякой легко самъ выполнить 
надъ нимъ не только простыя, но даже сложныя 
Алгебричесшя дъйств1Я. 

„Преобразовашя и сокращешя" въ различныхъ 
случаяхъ, смотря по надобности, будутъ уже про
стыя примънешя всего до сихъ поръ изложеннаго; 
мы на нихъ де остановимся, цълъ наша достигнута: 

Мы видели главнъйнпя свойства знака V; все 
эти свойства, вместе взятыя, составляют* полную 
теорию ръшешя уравненш; умъемъ производить это 
дгьйствге: надъ числами въ числахъ, надъ буквами 
въ буквахъ; умъемъ надъ этимъ действием* произ
водить всв другм Алгебричесмя действия, преобра
зовашя и сокращения; въ следующей части увидимъ, 
какимъ образомъ „это действие" войдетъ, на ровне 
съ другими простыми величинами, въ составь самыхъ 
сложвыхъ Алгебрич. Функщй, и что всего важнее, 
изследоваше свойствъ самой обширнейшей Алгебри-
ческой ирращональной Функцш, которой почти и 
написать нельзя, сведет, на изследоваше V, и г>ь 

90 
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*) Хотя по Штурму требуется только одна производная; по 
его остатки игрануть туже роль, что у Фурье производный 
«ушили, число тъхъ я другнхъ одинаково. Соедннеше 
этихъ двухъ способовъ обещаеть новое упрощеше отдъле-
пм корней. 

тоже время будемъ иметь дело, вместо ирранДональ-
ностей, съ одними Функщями ращональными. 

Далее, мы будемъ дифференцировать V;, и нако-
нецъ въ Трансцендентномъ Анализе, где вполне 
увидимъ всю его важность, будемъ его интегриро
вать. 

И такъ теперь всякой долженъ согласиться въ 
справедливости доказаннаго Г. Остроградскимъ, о 
чемъ еще въ начале IV. лекцш мы достаточно объ
яснились, именно: что „ръшеше уравненш", и гис-
ленныхъ и буквенныхъ вообще конхено, что это осо
бое и самое важнейшее Алгебрическое действге, 
что извлечете радикаловъ есть только частный его 
случай; и потому-то решать уравнешя посредствомъ 
радикаловъ „вообще" не возможно (кроме некото-
рыхъ частныхъ случаевъ); это и докажется реши-
тельнымъ образомъ въ следующихъ лекщяхъ. Дол
жно согласиться и въ томъ, что уравнешя вообще 
решаются посредствомъ производныхъ своихъ Функ
щй и коэфищентовъ; что для „бтделешя" корней 
необходимы все производный, отъ первой до послед
ней *); что для „вычисления" корней достаточно 
двухъ J", и /' (Форм. 17, лекц, X.); что между ве
щественными корнями всехъ производныхъ, и кор
нями начальной, непременно есть зависимость (лекц. 
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V., табл. 3 и далВе), точно также, какъ есть зави
симость между самыми Фупкщями; и если найти 
э т у зависимость, то ръшеше начальной Функщй 
сведется на рътиеше ея производныхъ, постепенно 
понижающихся; что численная величина корней 
этихъ производныхъ, увеличивается вместе СЪ уве
личешемъ показателей степени Функщй; что отъ 
познантя свойствъ производныхъ Функщй, зависитъ 
решеше уравненш; что наконецъ, еслибъ мы могли 
выразить буквенною Формулою то , что производимъ 
въ числахъ, при отделенш корней, особливо по спо
собу Фурье, то это было бы только упрощеше, 
усовершенствоваше р е ш е т я уравненш, конечно 
весьма важное, но совсемъ не „новое откръте" ре
шетя уравненш, которое уже сделано, и котораго 
напрасно ожидаютъ Гг. Радикалисты. 

Въ тоже время должно согласиться, что Г. Остро
градскш, введя въ Алгебру знакъ V, и объяснивъ 
его свойства, сдЪлалъ ей великую услугу, которую 
ВПОЛНЕ ОЦЕННМЪ только въ Трансцендентном* Ана
лизъ; и одним ь этнмъ разширилъ пределы его, давъ 
полную возможность действовать тамъ, ГДЕ радика
листы, за неимЕшемъ радикальнаго рвшешя въ бу-
квахъ, непременно бы остановились. Да и къ счастью, 
что этаго радикальнаго рвшешя нетъ: ежели боль-
шаго Труда стоить вычислить одинъ кубичный ко
рень, не говоря о корн* четвертой степени, по
средствомъ радикаловъ; ежели мы встретимъ почти 
непреодолимый трудности, введя, вместо кубиче-
скаго или биквадратнаго к о р н я , его радикальное 
выражеше, въ какую нибудь Функщю; то что бы 
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было, еслибы понадобилось ИМЕТЬ Д*ЛО съ радикаль
ными корнями высшихъ уравненш! — Тогда какъ 
теперь V избавить насъ отъ всякаго дъла съ ирра-
щональностями, и приведетъ къ весьма важнымъ 
упрощешямъ Анализа Алгебрическаго и Трансцен-
деятяаго. 

К о н е ц ъ первой части. 
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4 11 сверху хп хп 
5 16 я СХк 
5 1 п 
9 5 я 1хп hen 
И 17 h hn И 17 hn И 17 я 1.2...я 1.2.../* 

о* 
24 10 я Va-Н/Зг 
25 9 я х*к.Р 
— 10 я #> УР 
27 6 я х2*-1 х** — 1 

23 1 я х2* «а* 
42 5 я / М Л*/) 
4 5 19 снизу л; — л« X Хп 
48 8 сверху (х — (* — * S J P 

— 6 спизу хп лги 
— 1 нР ± 
49 3 сверху 4= + 
50 1 » 
55 7 я Л И 
57 20 / / И /;*) 57 20 

я D 
А 

»/ 
А„ 58 16 •"•// 58 16 я 

62 1 и2„ 
— 7 снизу ffq — q'p {p'q — qpy 
64 3 r> уравиешями количествами. 
82 9 сверху 275»4аЗ<0; 27Й2 -*-4аЗ<0; 
155 5 снизу f*(a) — 0, Л«)=о, 158 15 я 10.75 10.71 
162 2 сверху но меиьше ли ио меньше или 
166 3 снизу отъ/* отъ F° 
172 1 сверху = 1=3.570 = 34 = 3.571 
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1 
172 2 сверху х — Ъ-t- J_ ^ 

3 
Д = & = 3.562 

^ 3 + -Ll 1 

1 = 3.|—3.555 
1 т 

175 4 сверху f = 0.565 f =: 0.555 
176 6 снизу л;4— 6ж5 — 6л;2 л 4 — 6л:3-ь6л;2 

-+-9.Г -н 2 -*-9лг-»-2 
196 10 „ A P ^ - l ^ - A ^ Q , - , A P ^ ^ - A . P ^ - l Q , 

204 9 „ | f 

208 4 сверху — . • я-, ?г^--+-;- - . . 
" 1 У" {— 1)»-*-!' 2N (—1>-*-1 

2_ 2 _ _ 1 7 _ 2 1 
z ^ ^ z i i - ~ i s ~ —г^э)"1 -—1 

_ ^ _ 1 б 

224 2 „ а'— а = 
— 3 „ предЬлъ а' предълъ а 

226 4 , ^ в + ^ « ) а' = а-1-У ( а ) 

я / 0 3 ) ГШ) 

257 10 „ £ * & - . / Ъ + / Ъ = = 0 , S!l*-zf'6+fXo)=.0R 

277 6 „ F(<J) F /5 ) 




